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In dieser Arbeit soll die Approximationsgeschwindigkeit bei der
Darstellung von Funktionen f &€ L”(0. 1), 0 < p < oo, durch Reihen nach
dem Haar- bzw. Faber—Schauder-System untersucht werden.

Zur Erlduterung der Fragestellung betrachten wir das Haar-System
H = {y;\{ | und definieren die Bestapproximationen

EfA) = inf [f=hll, n=1.2. fELN 0<p<oo.  (0.1)
en,

"

n

wobei H, = span{y;{7., entsprechende Klassen von Treppenfunktiorien sind.

Bekanntlich gilt die Jackson-Typ-Ungleichung
o
EN/) < Com, (—.f). He=1,20 fEL". 0<p< oo, (0.2)
i

mit dem Stetigkeitsmodul

\.l h 11’7

w,,(l.f):(sip{ f‘ | f(x)—S(x+ mP dxg . t&(0, 1], (0.3)
Tehnt Loy

(mit C, C,... bezeichnen wir positive Konstanten, die nur von den
angegebenen Parametern abhdngen und im allgemeinen von Formel zu
Formel verschieden sind). Fir I < p < oo ist (0.2) wohlbekannt, der Fall
0 < p < | wurde von V. G. Krotov in [I1] und V. L Ivanov |5] bewiesen.
Da das Haar-System H eine Basis in L”, | < p < oo, bildet, so konvergiert
die Haar-Forierreihe 7, ci(f)x;s cdf) = (o) xi(x) dx, i=1,2... fiir

jede Funktion f€ L”. mehr noch, es gilt

<2EN(S)s n=12..1<p<m (04)

1

EL) < Hf NN

i1

|
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Diese Abschdtzung zeigt, dal3 fir L7, 1< p < oo. zwischen der Approx-
imation durch die Partialsummen der Haar-Fourierreihe von f und den
entsprechenden Bestapproximationen (0.1) kein wesentlicher Unterschied
besteht.

Fir 0 <p <1 dagegen bezitzen die Quasi-Banachrdume L” keine Basis
Systeme. Allerdings folgt aus Ergebnissen von A. A. Talaljan [12] daf3 jede
Funktion /&€ L?, O < p < 1, durch (unendlich viele) Haar—Reihen dargestellt
werden kann, d.h. es existieren Reihen Y/ | a,x,(x) mit

=S, =0() n-oow: fEL, 0<p<l. (0.5)

Dabei bezeichnen wir mit S, (x) =31 ,a,x,(x), die Partialsummen dieser
Reihen. Im Vergleich zu (0.5) weitergehende Abschdtzungen der Approx-
imationsgeschwindigkeit bei der Darstellung durch Reihen (z.B. in
Abhéngigkeit von Glattheitseigenschaften der Funktion /) sind nicht
bekannt. So scheint u.a. nicht klar zu sein, ob bei entsprechender Wahl von
Y a;x; fur de GroBen |f—S,[,;, (0.5) durch eine Jackson-Typ-
Ungleichung analog zu (0.2) ersetzt werden kann.

Ahnliche Fragen sind fiir die Darstellung von Funktionen aus L,
0 <p< oo, mit Reihen nach dem Faber-Schauder-System ebenfalls
unbeantwortet.

In §! beschiftigen wir uns mit diesen Problemen im Falle des Haar-
Systems (0 < p < 1) und beweisen folgende Sétze.

TueoREM 1. Sei fe€ L”(0,1), O<p< 1. Dann existieren Reihen
Y aixdx), fiir die die Beziehung

P Lp
Md’tz . n=12.. (0.6)

2-p
Ymvny o &

Hf_ SIIHLI) < Cﬂ -n -(lyjp—1)

gultig ist.

TueorREM 2. Sei f& L0, 1), 0 <p < !, und

[ r = P (a S dr < ©.7)

<0

Dann ist f integrierbar und fiir die Partialsummen S, f(x)=3""_, c.(f) x;(x)
der Haar-Fourierreihe von f gilt

( Ain I Lp
@SV T e 08)

=S li,<Cp- no ey 3'

1]



L7-APPROXIMATION DURCH REIHEN 3

Beide Abschatzungen erginzen sich in gewisser Weise und fiihren zu einer
Reihe interessanter Aussagen. Zur Illustration wollen wir die Klassen

Lip(a. p) = { /€ L(0. 1) : w, (1, f) = O(t*), t - O},
a € (0, max(1. 1/p)) (0.9)

heranziehen (zur Definition im Falle O <p < 1 s. |11]). Fir f€ Lip(a. p).
0 < p < 1, liefert Theorem | die Existenz von Reihen mit der Eigenschaft

(n °, O<a<l/p—1.
/=S, =0 n """ "In'""n, a=1/p—1,n>00, (0.10)
'\n tp=b l/p—1<a<l/p,

wihrend sich gemidl Theorem 2 fiir die Haar-Fourierreihe sogar
=S, fl=00).  lp—1<a<ljp. n—ow. (0.11)

ergibt. Damit zeigt sich, da fiir Funktionen aus den Klassen Lip(e, p)
(a+ 1/p~— 1) dieselbe Approximationsgeschwindigkeit, wie sie geméll (0.2)
fiir die Bestapproximationen E?(f) gesichert ist, auch durch die
Partialsummen einer gewissen Reihe erreicht werden kann.

Im “kritischen™ Fall a« = 1/p — 1 dagegen kann ein solches in gewissem
Sinne optimales Konvergenzverhalten bei der Darstellung durch Haar-Reihen
mit Hilfe obiger Abschitzungen nicht nachgewiesen werden. Dal} das kein
Zufall ist. folgt aus dem in § 2 konstruierten Beispiel einer Funktion
4o € Lip(1/p - 1. p) mit der Eigenschaft. dal} fir beliebige Haar-Reihen

lim Hf"— SnHI.I'

w1V g

>0, 0<p<l. (0.12)

gilt. Aus (0.12) ergibt sich gleichzeitig, daf3 eine zu (0.2) analoge Jackson-
Typ-Ungleichung fiir die Groflen {|f— S, ||, nicht moglich ist. Im Zusam-
menhang damit stellt sich die folgende Frage. Sei

HY = {fE L0, 1) :w,(t, /)= Ow(1)), =0}  0<p<l (0.13)

(beziiglich der Eigenschaften von w(t) s. §2). Welche notwendigen und
hinreichenden Bedingungen an w(7) garantieren fiir jede Funktion f€ H) die
Existenz einer gewissen Haar-Reihe mit

1
1= Siln=0(w()) o 0.14)
Eine Antwort gibt Theorem 3 in §2. In diesem Paragraph untersuchen wir

aullerdem unter Benutzung von Theorem 2, ob das Haar-System H eine
Basis in gewissen Ridumen vom Besov-Typ B, , fiir 0 <p < 1 bildet. Diese
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Fragestellung entstand im Zusammenhang mit Ergebnissen von H. Triebel
[15].

Ahnliche Probleme beziiglich der Approximationsgeschwindigkeit bei der
Darstetlung von Funktionen aus L’ (insbesondere fiir 1< p < o) durch
Reihen nach dem Faber-Schauder-System werden in §3 ausflihrlich
betrachtet.

In diesem Paragraph set /'€ L?(0.1). O < p < 1. Der in {0.3) definierte
Stetigkeitsmodul w,(¢,/) der Funktion / hat folgende Eigenschaften (zum
Beweis s. [11]):

O w(t. [ w,(t + 1. fY
Sow,t/Y+ol.fY. O<r<i+r<l (LD
<

w,(nt, < nPaw, (1, f). O<nt<l, n=1,2..

Eine wichtige Rolle spielen fiir 0 < p < 1 die Ungleichungen

p m

m
: a; | < }_ la; P, -0 <u; <+, i=l...m (1.2)
1 I
und
n 14 m
} NATESN AR €L = Lem (1.2
i p i

Dabei st |/, = {[}]|/(x)I” dx{"" gesetzt. entsprechendes gilt fiir die
Bezeichnung | /4.4, -
Aus der Definition der Haar-Funktionen

nx) =1 x €10, 1] =4"

Xalx) = 2%, x €4y, (13)
= 27K xedAlh,
=0. x€AF . n=2"+11= 1.2 k=0, l..

mit A% = ((j— 1)/2% j/24). j=1....,2% k=0.1... folgt, daB die Klasse
H,. = span{y,}?* , mit der aller Treppenfunktionen

h(x)= ;. xed®.  j=1..2"

zusammenfillt. Aus [11| (Lemma 1.1 und (2.4)) ergibt sich
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LEmMmA 1. Sei f€L?0,1), O0<p< l. Dann existiert eine Treppen-
Sfunktion hf € Hy, (k =0, 1....) mit

E(f) = /= hEl, <2"w,275)), k=0, l... (1.4)

LEMMA 2. Fiir  jede Treppenfunktion h, =37 a;x,€ H, und

k = 0. 1.... kann man Koeffizienten a,. i > 2*, derart bestimmen, daf} die Par-
tialsummenfolge

2k-r

SuAxih)= N ay(x)  r=0.l.. (1.5)

=1

der Beziehung
[ Sy s, =277 D L, = o(1), r=0,1,.0<p<1 (16)

geniigt. d.h. in L*, 0 < p < 1, gegen f(x) =0 konvergiert.

Beweis. Wir fixieren k=0, 1,... und bezeichnen mit a}“ den Wert, den
h(x) auf A;"’ annimmt. Die gesuchte Reihe ist dann

B4 2k e 24 _

\° —_\ N T KA S L -k)2
o A= axt 2_ l_ a2 Xakev iyjoan
- ] g

i1 i- s J1

Durch Nachrechnen iiberzeugt man sich leicht, daf

Szkn(x: hk):(), XEA;kJrr), l?‘:J . 27’

(1.7)
=2, x€4%0. j=1..2¢

gilt. Demnach folgt

2k
1S3 BlS = \_ Qk-r g Ia_}""\"
Jjol
2k
=72 ri-p ‘\_‘ 2—k|ab;k)‘p

=1

—yHi=p) 2, r=20.,1..

w.z.b.w.

Bemerkung 1. Die Existens nichttrivialer in der L”-Metrik gegen
JS(x) =0 konvergierender Haar-Reihen (sogenannter Null-Reihen) ist bekannt
[12]. Lemma 2 liefert Nullreihen } ¥ | a;x{x) mit

1S, ], =0 """ n— o, (S,,(x): N aixi(,t)),O <p<l, (1.8)

i=1
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6
wobei eine endliche Zahl von Koeffizienten a; sogar beliebig vorgegeben
werden kann. (1.8) kann nicht weiter verschirft werden, da aus

IS, =o' 1), n—oo. 0<p<IL. (1.9)

umgekehrt a, = 0. i =1, 2..... folgt. Tatsédchlich, fiir die Partialsummenfolge
ergibt sich aus der wichtigen Eigenschaft

S,x). k=0, 1.,
Sux)=pP =2 Sudndn  x€aP j=1..2% r=01
A}/"
sowie (1.2) gemil3 (1.9) die Abschitzung
24 24 | je2r 1P
IS l= N2 & R =N\ 2k | \’ 2 ,/;;Av/)}
R i PG D f
2kr
g zrll »n \" 2 k- r'iﬁ(k‘r'I‘,;
1'_'1
F o 00,

_ 2r(1 P HSM'H;; — ()( 1 ).
w.z.b.w.

und somit Sy (x)=0. x€ (0. 1), k=0, 1
Seien Af(x) die bestapproximierenden Haar-

Beweis von Theorem 1.
polynome aus Lemma 1. Fiir jede der Funktionen
A
hlx)=hi(x)—hF (x)= ) aly(x)€ H,,.
il

bestimmen wir gemil} Lemma 2 die Koeffizienten a{*', so dal die Reihe

h(x) +o(xihy)
24 s
=Y afno+ X a0, k=12

i i 2k

[
(0}

=a;" - y,(x). Fir die Reihe

der Beziehung (1.6) geniigt, sei aullerdem A;(x)

\_‘ ax;=hg + \_ g+ fy)
il k=1
oy [tog, (i 1y} N
=X (~ Yozt
i k1

i3
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gilt zunichst

m

Surl) = BE(x) = N (Saalaxt ) — b))
ko1

m

=R — N S olxihy), m=0, L.

kol

Deshalb kann jetzt under Benutzung von (1.2). (1.6) sowie (1.4) auf
folgende Art und Weise abgeschitzt werden:

m
= Sl <= Hglp X2 g
Akl

m

SELY +2 7 N PO EL(Y + B (S

ki

g(l +2|"P).27m(17—m : zk(l -P)Egk(f)n

A0

"

Q42727 N 2k Py (2K P =0,

k.o

Diese Ungleichung ergibt zusammen mit der elementaren Beziehung

1S =Sl <ilf =5,

oo 25K <2 k=01 (L11)

die in Theorem 1 zu beweisende Behauptung (0.6), wenn mit Hilfe von (1.1)
wie gewOhnlich zur Integralschreibweise libergegangen wird.
Damit ist Theorem 1 gezeigt.

Beweis von Theorem 2. Wir stiitzen uns auf ein Einbettungsresultat, das
von E.A. Storozenko [10| (s. auch |I1]) bewiesen wurde. Aus der
Ungleichung (2.7) in |11] und der Voraussetzung (0.7) folgt

. »
sl < N o ”kwpu'*.f)) |

k=0 g

¢, Jistg - (

e Y 22 sy

l\()

it | S

£<w. (1.12)



8 P. OSWALD

Somit ist f€ L'(0,1). Da fiir die Haar-Fourierreine 3'/ | c,(f)x, dieser
Funktion

1= Sufly = i{ S0 -2 S dirds

1Ak SAR
2k . [ L
=2\ )=/ de | de. k=01 (113)
Job- A}k» .‘A}A) ]

gilt, benotigen wir entsprechende Abschitzungen der Groflen [, =
}.Mk, f(x)—f(Ddt, x € AP, j=1...., 2*. Dazu benutzen wir die Unglelchung

e < 3@ )L

RIS R

5P
Yo h

dhs (1.14)

die unmittelbar aus (1.12) folgt, indem man dort die Beziehung

wp(z.f)ﬂgcpz*"" ("lrrh}f(x)-f(x+h)}”dx)dh. 0<1g1 (1.15)

0

einsetzt, umformt und von (0, 1) zu einem beliebigen Intervall (a, b) < (0, 1)
iibergeht. In (1.14) setzt man (a, b) = 4%’ und statt f(z) jetzt £(¢) — f(x) mit
fixiertem x € 4. so daf3 sich

BEC 20 1) S dr
+ “2 ) {/Jul);lﬂ |f 2‘ ,,f([ + h)|p dt dh
=0

ergibt. Diese Ungleiching benutzen wir zur weiteren Abschatzung in (1.13):

C, 2} ‘ | | SOy =S (N dr dx

; ALK S ALK
T g

/=SSl <

e ‘ 5§k u ”2 Alhjz(t,), /(z+h)|ndt \

-0

w 27y i e g

L [27—11 s

<C,

2 A
SC2 ML e fY -1 fd, k=0, 1.
©0
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Unter Beriicksichtigung von (1.11) und (1.1) ist damit Theorem 2 bewiesen.

Bemerkung 2. In den Voraussetzungen von Theorem 2 ist die Haar-
Fourierreihe von f die einzige Reihe, die eine Abschitzung der Form (0.8)
zuldlit. Im gegenteiligen Fall gibe es nidmlich eine nichttriviale Haar-Reihe
S/ 1 a,x(x) mit der Eigenschaft

i
1S.,<C, (n W Y 2dt)

2

=o(n VP, 1= 00,

was im Widerspruch zu dem in Bemerkung 1 Gesagten steht.
Die Abschitzung in Theorem 1 dagegen wird gemall (1.8) durch unen-
dlich viele Haar-Reihen realisiert.

2

Wir wenden uns in diesem Paragraph einigen Folgerungen aus den in §1
bewiesenen Abschitzungen (0.6) und (0.8) zu. Dabei spielen die Funktionen

Fx)=F(x: (b)=0.  x€(2-47 147

. (2.1
=b,, XEM@ L2477 N),5=0, 1.

(b, >0, 5=0, 1....) eine wichtige Rolle.

LemMma 3. Sei FE LP(0,1), 0<p< 1, eine Funktion vom Typ (2.1).
Dann gilt

s—1 oK Vp
w47, F)<C, 34*5 NN 4'}"‘&% ., s=0,1.. (22)

J — J
j=0 J=5
U‘ ) I/p
EL(F)<C, }_471-11)7{ . s=0 1. 2.3)
J=5 )
sowie
/ m-b p
HF__S-“HPZCP‘*—I«I/;;——H ‘\_- 4—1—1bi
ik
Up
\2_4m(l-u)HF—SAmHi( R m>k (2.4}

Sfiir die Partialsummen S,{x) einer beliebigen Haar-Reihe 37 | a,x(x).
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Beweis. Aus der Definition der Bestapproximation (0.1} ergibt sich
gemdf (2.1) sofort

ER - )
ELFP<| (F(x)'dx=> 4 "' 5s=0l.

) [

Damit ist (2.3) gezeigt. Zum Nachweis von (2.2) fixieren wir s = 1. 2.... und
betrachten h € (0,4 *). Dann ist dank (1.2) und (2.1)

Ak

| [F(x)— F(x + h)\ dx

IR ok

< (FOP + [F(x + R)P) dx + | IF(x) — F(x+ h)"dx
S -4

< N 24 N pp. =120

A | i

Wenn man hier das Supremum bezliglich # nimmt, ergibt sich (2.2).
Wir fixieren nun m > k und definieren unter Beriicksichtigung der

speziellen Struktur von F(x) die Zahlen v,.i= 1....4". aus
Sonlx) =7, xE A%
=7 XEAT (2.4 0 40,
=bh 4y,  NEAT (4 2.4 0,
§=0,..m-— 1. i=2..4"

Dank dieser Festlegung folgt einerseits

1
FoSuliz] FG) - Sl dx
Solgomod

—=2.4 ™ 1 ;,]1/7 + l_‘ 4 m“',‘ill (25)

i2

und andererseits gilt fiir x € (0,4 %)

a4k
S,{x)=4* | Sanlx)dx
-0
m- 1 am k
aye (}_‘ ba > 4 N 4 ) k=0um—1. (2.6)
sk - /

i1
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Mit Hilfe von (2.5) und (2.6) erhalten wir nun die Abschétzungen

4 K

[F=Sulh>( 1Sulx)f d
J2.4 ko
1 k k. S "’7‘1 —5—=1 ! “'"‘A —mp i {
>odheg NN g | N gy
2 = o= o
1 k(1 —p) S "1*’1 —5—1 ! l-p) {Ii -m i ?
o a K N gy g N g
! —k(1- p) S ”17‘1 —-5—1 ! mil--p) y
>74 PolN 4ty 2.4 pHF—sq,,,H’;{.
sk

Damit ist auch {2.4) bewiesen und Lemma 3 volistdndig gezeigt.

Als erste Folgerung aus Lemma 3 wollen wir die in der Einfiihrung
angegebene Funktion f, € Lip(1/p —1.p), 0 < p < 1. mit der Eigenschaft
(0.12) konstruieren. Dazu setzen wir in (2.1), b,=4""", s=0, ,.. und
bekommen die gesuchte Funktion f,(x) = F(x, {4°*'}). Aus (2.2) folgt

s 1 x>
w47 ) <C, ;4"" \_ 4’ 4 _\_ gir—o 1€

] is

<C,4 s=0.1..

d.h. f, € Lip(1/p — 1, p). Um (0.12) zu beweisen, nehmen wir das Gegenteil
an und setzen die Existenz einer Haar-Reihe } % | a,x,(x) mit

1/ Suly=o0n' "7 Inn). - oo

voraus. Aus dieser Annahme und (2.4) fiir £ = 0 ergibt sich
p

m- 1
(\‘ 47i71 . 4i+l)

i-0

| fo—Silp>Cp a7k

2 -S|
> C 4 " m? — o(mf)} > w0, m— oo

und damit ein Widerspruch zu f; € L”.

Dieses Beispiel zeigt, dal3 fiir Funktionen f(x) € L”(0, 1), 0 < p < 1, die
Grollen || f— S, |, im allgemeinen langsamer als die entsprechenden Bestap-
proximationen gegen Null konvergieren.
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Wir wenden uns nun den Klassen H) (0.13) zu. Dabei sei w(1)" ein
Stetigkeitsmodul in C(0, 1), d.h.
=w(0)Y < w(@) < w(t + )’ < w(t) + wit).
O<Cr<r»rLl, weCO ), 2.7
Das ist auf Grund der Eigenschaften (1.1) des L”-Stetigkeitsmoduls w, (1. /).

0 < p < 1, eine natirliche Forderung.
Da aus der Jackson-Typ-Ungleichung (0.2) stets

EMNS)y=0(w(1/n). n— o. fe H}f (2.8)

folgt (hier kann man O nicht durch o ersetzen!), ist es naheliegend,
diejenigen Klassen H, zu charakteristieren. flir die bei der Darstellung
beliebiger /'€ H) durch Haar-Reihen die gleiche optimale Konvergenzrate
O(w(1/m)) fir n — oo erreicht wird.

THEOREM 3. Sei O < p < | und w{t) geniige (2.7).

(a) Wenn eine der Bedingungen

L) b : o
g M ;‘3‘17)7)—(11: L O, 60 (2.9)
LIRS
oder
Y e\ Ly
gt ;‘ ‘;3“),, dr< = O(w(0). 90 (2.10)

c 0

erfiillt ist. so hat H; die folgende Eigenschaft: Fiir jedes f€ H), existiert einc
Haar-Reihe

Noagpdx) mit HE S, e Ol i), noeo {200

?I n
IS

(b)  Umgekehrt. wenn fiir H), die Eigenschaft (2.11) und auflerdem

ip 1\(

FPRTIRY o
P el d,( (wﬁ‘ _;_d L O(w(d)). A0 (24D

!
f,

gelten. so muf$ eine der beiden Bedingungen (2.9) oder (2.10) erfullt sein.

Beweis. Behauptung (a) folgt sofort aus Theorem I (im Falle von (2.9})
bzw. aus Theorem 2 (fiir (2.10)).
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Zum Beweis der Notwendigkeit (Teil (b)) bemerken wir zunéchst. daf3 die
Bedingungen (2.9) und (2.10) jeweils dquivalent zu

s ‘J ;;l(rn) di = O(w(5)). 550 (2.9)
b
und
. 'b !
o= D = omion. -0 (2.10¥
=0

sind. Auf den Nachweis dieser einfachen Tatsache wollen wir hier nicht
eingehen. Wir setzen in (2.1). b, =4""""w(47* "), =0, l..... Fiir die so
konstruierte Funktion f\(x)=F(x.{b,!) haben wir gemdl (2.2) und
Voraussetzung (2.12)

’

¢l :
0)(4 r\_fl);)pg Cp \4 s : 4_/'1‘1 . W(4 i l)/v + N\ )1‘(4 i l)h’

! = — {
. Y 4y el
<c ‘—‘(Q~dz+| WU !
R S A ! |

= O(w(4 *¥). 5 — 00,
d.h. es gilt £ € H,. Laut Voraussetzung (2.11) gibt es fiir /| eine Haar-Reihe
mit

| fi— S, .= 0(w(l/n)). H-» 0. (2.13)
Wenn (2.9) gilt. so ist (b) bereits bewisen. Sei deshalb (2.9) bzw. (2.9)' nicht

erfiillt. Dank der Eigenschaften (2.7) von w(r) folgt daraus sofort fir
& 0. 1... die Beziehung

C 4 A (1 4—!7!(1[1 1)
lim (| ””d;) —wo.  m>k (2.14)
Y I

Nun wenden wir die Beziehung {2.4) aus Lemma 3 an:

m [

”‘l/‘liS“!‘”V\}CP_A{ K(lp O) ) : 4 i 14(1"!)['“,(4,,1 l)!p

ik

/1,,
2. 41:1(1 -m |/l _ SJ’”|I;"/.§ .

m>k
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Unter Berlicksichtigung von (2.7) geht man hier zur Integralschreibweise
liber und erhalt mit Hilfe von (2.13)

o
{

: A w(r
e R ()

A A
M
— 0™ P4 ,’,)IJ)\ . m> k
Fiir m - oo erhilt man deshalb gemdl} (2.14)

[ S YT
) w(r) dt,

1

1y = Sallp > €4 K7 1 lim

Mo, ?‘4 -

\1 0 4)))(11) [} (4 m )
(_!j f,,w(t‘)-t "’dt) |

dt. k=0.1..

>Cp4 Kibp l)l“J

Diese Abschatzung und wiederum (2.13) implizieren die Richtigkeit von
(2.10) bzw. (2.10). Damit ist die Behauptung (b) und Theorem 3 insgesamt
bewiesen.

Bemerkung 3. Die zusitzliche Voraussetzung (2.12) garantiert eine
gewissse Regularitdt von w(t) (sie ist z.B. fiir w(t) = 1. 0 < « < 1/p. erfiillt.
nicht aber im Fall a = 1/p) und vereinfacht den Beweis von Teil b). In der
Literatur sind zu (2.12) dquivalente Bedingungen angegeben (s. |1]). Es ist
wahrscheinlich. daf3 die Aussage in Teil b) von Theorem 3 auch ohne (2.12)
bestehen bleibt.

Im letzten Teil dieses Paragraphen betrachten wir die Kiassen

B;AQI)—;fEL”Ol 1/,

(It |l <l 2s)

Hier sei 0 <p< 1, 0<g<oo, 0<s<1/p (zur Definition und einigen
Eigenschaften s. |7, §4]). Fiir diese Parameterwerte stellt B, (0, 1) einen
Quasi-Banachraum dar, wobei die Topologie auch mit Hilfe der folgenden
aquivalenten Quasi-Normen definiert werden kann:

DLy

1 & a@n
V("L —f(x + ) dx) dh€ . (2.16)

RasH1

A5, =11, + |

M



L7-APPROXIMATION DURCH REIHEN 15

oc
\<
—

i=0

l/q
718, = | 2 BB @.17)

Der Nachweis dieses Sachverhalts ergibt sich fiir (2.16) aus der Ungleichung
(1.15), zur Herleitung im Fall (2.17) s. [7, §4|. Fiir 1 < p < oo sind dhnliche
Aussagen bekannt, vergleiche z.B. [9].

H. Triebel [15] hat die Existenz von Schauderbasen in Besov-Typ-
Réumen B, (R"), denen im Vergleich zu (2.15) ein anderer
Definitionsgedanke zugrunde liegt (ausfiihrlich dazu s. |13, 14]), fiir
0<p< !l untersucht und =zu diesem Zweck das Haar-System H
herangezogen. Dabei wurde in [15] faktisch bewiesen, dall H fiir die
Parameterwerte 1/2<p<1l, 1/p—1<s<1 und 0<g<oo eine
Schauderbasis in den Quasi-Banachraumen Bj (0, 1) bildet. Wir erginzen
dieses Resultat von H. Triebel durch folgenden Satz.

THEOREM 4. Sei 0<p< 1. Dann bildet das Haar-System H eine
Schauderbasis in B;, (0, 1), wenn

I/p—1<s<1/p,0<g< oder s=1/p—1,0<gg<p (2.18)
gilt. Fur die Werte
O<s<l/p—1,0<g< oder s=l/p—-1L1<g<w (2.19)

dagegen existieren keine nichttrivialen, auf B, ,(0, 1) definierten stetigen
linearen Funktionale und damit auch keine Schauderbasen.

Beweis. Da B} ,(0,1) (0 <p < 1) ein F-Raum mit der durch

o B/q
: ziq.vEgzvi(f)q f . B =min(p, q) (2.20)

i=0 )

gegebenen translationsinvarianten Metrik p ist, so ergibt sich bereits, dall H
eine Schauderbasis in diesem Raum ist, wenn wir nur nachweisen, daf} jede
Funktion aus B, (0,1) durch genau eine konvergierende Haar-Reihe
dargestellt werden kann. Fiir die Werte (2.18) ist, wie man auf Grund der
Definitions (2.15) und (1.12) leicht einsieht B (0.1)<B}?"'(0,1)c
L'(0, 1), wobei diese Einbettungen stetig sind. Da aber H eine Basis in L'
bildet, folgt daraus, da3 die Darstellung einer Funktion f(x) aus B; (0, 1)
(wenn uberhaupt) nur durch deren Haar-Fourierreihe méglich und damit
eindeutig ist. Es geniigt somit, die Beziehung

IS~ Safllss, =0(1).  n-—c0: fE€B; (0. 1), (2.21)

fiir die Werte (2.18) nachzuweisen.

64073371 2
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Sei 2*<n<2**"k=0,1... Dann gilt dank der Figenschaften der
Bestapproximation und (2.17)

Hf'— Snf“lif,‘q < Cp.q.s Hf—“ Snf“l)?kf,*q

=C)s (Hf- S i, + 3 i FER(f— S,,f)q( 1/!1)

i:0

Bs ) iy
<y (WISt ) S 2omR0y| ).
S S
Der zweite Summand ist o(1), n - oo, wegen f€ B, (0, I). Fir den ersten
Summanden ergibt sich aus Theorem 2 mit Hilfe von (1.2) bzw. der
Minkowski-Ungleichung

n’ Hf— Sn.f“p

o A [, D I'p
<C,,n"""f’” ;‘ —w”( /) a'tz

J,oor |

L3 v q/py g
gcl)‘_zklsrfl,rp+1) 3(\~ 2i(\ m(l),,(z i.f)p) :

Mok

<. K- upeD
~

P

w

% liq
(X 2"‘/’”*""wp(2"sf)“) . ap<Llp—1<s< 1p,
Nk

Ly

a2 gp- 1 ;o . fe (g i ‘
((Same)" (L2 meam . gmeng ooy
ik / ik ’

X
T T —— el

g/p> 1L 1/p—1<s < 1/p,

wobei a >0 so gewidhlt wird, dall (s—1/p+ 1)—a - (I/p—1/gq) >0 gilt.
Deshalb kann weiter

n’|lf =SS,
g lig
(: k(s Up+ 1yg | itlp= “"wp(2 "’f)q) R q/p <
i=k ’
< Cp,q..\‘

o
(\‘ zk((s LUp+ 1y allip- lighy
\ Nk

. Ly

Lttt b l’qtvp(Z'i~f)q> . g/p>
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ac‘ ) ) 1/g
<C,.. (L 2'Wwp(2",f)")

i=k

n o (8, 9 dt 1/q
g Cp.q.S (‘0 _EE_S;[—)-[—_> :0(1), n— oo,

abgeschdtzt werden. Damit ist der erste Teil von Theorem 4 bewiesen.
Zum Beweis des zweiten Teils betrachtet man ein beliebiges stetiges
lineares Funktional @: BS (0, 1)— R', d.h. sei

(DN Coll g, Sx)E BS (0. 1). (2.22)

Unter der Voraussetzung (2.19) mull @(f)=0 gezeigt werden. Da die
Vereinigung der Klassen H,, = span{y,}?. ., k =0, ..., dicht in B, (0, 1) ist
(das folgt aus den Eigenschaften der Quasi-Norm (2.17)) geniigt es, die
Beziehung

P(h*) =0, R (x) =0, x¢& 4P
=1, x€4¥,j=1..2k=0,1,..(2.23)
zu zeigen. Sei zundchst 0 < s < 1/p— 1, 0 < g < co. Da offensichtlich
Ef(hf)y =274 i=0..,k—1
=0, i=kk+ lonj=1..2k=0,1,.(0<p<1)

gilt, so haben wir

k-1 1/q
WP =2 (14 (X 2 )

=0

LC 28 =125 k=0, 1.

Hieraus ergibt sich unter Berlicksichtigung von (2.22)

2rj

2rf

1<b<h}“)|=|d>( \ hi”*”)‘< N
s 2rj— 1)+ 3 =211+ 1
2
KCor N A gy,

s=2'U—D+1

kis—1/p) ris—lp+1) _
LCoopgsl -2 =o(l),r— o0

und (2.23) ist gezeigt. Es bleibt noch der etwas schwierigere Fail s = 1/p — 1,
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I < g < o0, zu betrachten. Wir geben lediglich den Beweisgedanken an und
lassen die technischen Details weg. Sei fiir r = 1, 2,... die Funktion

g =2""r+ )7 xEQ2 L2 MY =l
=@r+1)". xe (0,2

definiert und mit der Periode 1 auf R' fortgesetzt. Die Funktionen

g =g"(x—j-2 ") x€(0. 1), j=1..2"

genigen den Beziehungen

bis

g"(x)=n"x) =1, XEWO, 1), r=1,2.. (2.24)

und

85" gy 1< Cprg= 2 7r 4 1)V,
J= L 2= 1,200 q € (1Lo)  (225)

die durch direkte Berechnung erhalten werden kénnen. Wie oben folgt nun

2/’
1 h(()) |< \° ‘(p(g(r) ‘

,11

§C¢'p.q-2r-2"(r+ 1)]"(1 1:0(1)q r— 0.

Damit ist (2.23) flir k =0 gezeigt, der Nachweis flir & = I, 2.... geschieht
analog (man transformiert dazu die obigen Funktionen g'”(r) von (0. 1)
entsprechend auf A% und setzt sie mit dem Wert 0 auf ganz (0. 1) fort, so
dal3 man eine (2.24) entsprechende Zerlegung von A*’(x) erhilt).

Theorem 4 ist vollstindig bewiesen.

Bemerkung 4. Theorem 4 1a0t lediglich den Fall s=1/p—1, p<g<1
offen. Wahrscheinlich ist, dafl das Haar-System H auch fiir diese Klassen
B (0 1) eine Schauderbasis bildet.

Ahnllche Sdatze konnen auch fir Spline-Systeme, die aus Spline-
Funktionen hoherer Ordnung bestehen, hergeleitet werden. Zur Definition
und wichtigen Eigenschaften solcher Funktionensysteme siehe die Arbeiten
von Z. Ciesielski, J. Domsta, S. Ropela u.a. (z.B. |3,4,9]). Darauf soll an
anderer Stelle eingegangen werden.
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In diesem Paragraph betrachten wir Konvergenzgeschwindigkeitsabschit-
zungen flir die Darstellung von Funktionen /€ L7(0, 1), 0 < p < oo, durch
Reihen nach dem Faber—Schauder-System

F={01i20,04(x) =0, 9,(x) :J.X x(t) dt, x€(0,1),

i=1.2,... Wir definieren wieder entsprechende Bestapproximationen

E(f)=inf | /=1 SELNO.1.0<p<0n=01 (3.1)

n

beziiglich der Unterrdume linearer Spline-Funktionen L, =spani{g;}7_,.
n=0,1.... Es gilt

E_‘,’,(f) < C,w, (1/2n, ), n=1,2.. (3.2)
wobei
1—2h Iip
wy (1, f) = Sup ﬂ |4 Sl dxy . t€(0,7) (3.3)
<hgt (Y )

den Stetigkeitsmodul 2. Ordnung der Funktion f& L?(0,1), 0 <p < 0,
darstellt (hier ist wie gewdhnlich A4} f(x) = f(x) — 2f(x + h) + f(x + 2h)).
Einen Beweis von (3.2) fiir 1 <p < oo findet man in [3], fir 0 <p <1 in
[7].

Bekanntlich ist F das klassische Basissystem im Raum C(0, 1), in L#(0, 1)
dagegen stellt es keine Basis dar (0 < p < o), obwohl fiir jede Funktion
S€ L? Reihen X a;0,(x) mit

If=Sulp=0(1)n—>w:  S,(x)= 1 a;0,(x) (3.4)

=0

existieren (die Darstellung ist nicht eindeutig). Zu diesen Fragen siche [17].

Zunichst werden wir analoge Ergebnisse iiber die in (3.4) mdgliche
Konvergenzgeschwindigkeit herleiten. Im Unterschied zum Haar-System, bei
dessen Betrachtung in §§ 1,2 ein enger Zusammenhang zu Einbet-
tungsbedingungen in L' sichtbar wurde (“kritischer” Parameter a = 1/p — 1
in der Lipschitz—Skala), spielt jetzt die Frage der Einbettung von Funktionen
nach C(0, 1) eine entsprechende Rolle (demzufolge “kritischer” Parameter

a=1/p).
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THEOREM 5. Sei feL”(0,1). O0<p< oo. Dann existieren Reihen
> a;04x), fiir die die Abschdtzung

-l wZ,p(t’f) df
/ Al
Ly ) V2 ) ot

”f_ Sn”pécpn

] WSy 7 (3.5)
: W,y Ll
(’ ;”—T_dz) . O<p<lin=1.2..
v 1/2(n+ 1) t /

1 <p < oo,

gilt.

Beweis. Sei 0 < p < oo fixiert und f€ LP(0, 1). Wir setzen
2k
Lix)=TEx) =i ((x)= N ao(x) € Ly, k=1.2..
i-0

Hier bezeichnen /ff € L,., k=0, 1,..., die linearen Spline-Funktionen, fiir die

1=l =B < Cpwy 2 * L) k=001 (3.6)
gilt. Fir jedes k = 1, 2.... konnen wir auf Grund der speziellen Struktur von #

Koeffizienten a{*', i > 2%, derart bestimmen, dal} die Partialsummen

2K Aoy

=

Soedxily) = : af-k)(ﬂi(x) =0(x) +

*)
i=o

a; ' gx). r=12..

2

i + 1
der Reihe 3" at¥'p,(x) die Eigenschaft besitzen:
Spidi 27574

—LG-2 R,

=0,

J=1i-2.

, _ (3.7)
J#EI-2 i=0...25=0...2""
was offensichtlich stets moglich ist. Dank (3.7) und der Beziehung

(b— )@ + (B < C, [ )P dx

<Cb—a)il@)P +|KB)F).  O0<p<o (38)

die fiir beliebige lineare Funktionen /(x) = Ax + B und beliebige (a, b), a < b.
giiltig ist, ergibt sich

2k-r Ip
I Sals L, <Cp {2757 N ISzm(j-Z’k””‘-h)\”s
Jj=0
2k Lp
=C,- 2" 3?_‘ 2 KL 2 hyp
i=0 !

< Cp -2 i HII(H[)‘

k=1.2..
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und damit die zu Lemma 2 aus 1 analoge Aussage. Die gesuchte Reihe hat
die Gestalt

Vo=t~ ¥ (Y dew).  xeo

i-0 k=1 =244 1

so dal} wiederum

Sy = S,n(x) = flx) = h(x) + }:"_ Somlx, L) m=0, l,..,

k=1

gilt. Die weiteren Abschitzungen laufen fiir 0 < p < 1 genau wie im Beweis
von Theorem 1, fir 1 <p < oo benutzt man statt (1.2)" die Minkowski-
Ungleichung. Dabei werden die (1.1) entsprechenden Eigenschaften des
Stetigkeitsmoduls 2. Ordnung

O, ()<Ko, (1. /) 0<r<r<y,
Wy (L) TP S,y (1 f) T, A(p)=max(2 1 + 1/p)

benotigt {fir 1< p< oo s [16] oder [6], fir O<p <1 s. [7]). Die
Einzelheiten iiberlassen wir dem Leser. Theorem 5 ist gezeigt.

Dem Beweis des zu Theorem 2 analogen Satzes schicken wir ein
Einbettungsresultat voraus. Fir O<p, ¢g<o und O0<s<2+
max(0, I/p — 1) definieren wir die Klassen (vergleiche auch [7])

B 20 )= fe L’ | fly =],

H( “’Z;S’Hf “a) cwl. a0

LEMMA 4. Fur 0<p<oo gilt B)5,(0,1)cC(0,1). d.h. zu jedem
S)E B)L (0. 1) existiert  eine  (eindeutig  bestimmte)  Funktion

g(x)€ C0. 1) mit f(x)= g(x) fast tiberall in (0,1). Wenn auflerdem
g(0) = g(1) =0 ist, so hat man die Abschdtzung

-2 HA f(x)Huz(o 1-20
[T Up

lgle= max [g(x)<C, | a0

Beweis. Die zu beweisende Einbettung und deren Stetigkeit, d.h.

lglle <Cpll Npip, = Cpllglyyy,s 0 <p < oo, (3.12)
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ist im Fall 1 < p < oo bekannt (s. |2]), fiir 0 < p < 1 14Bt sie sich mit Hilfe
der Ergebnisse aus 7| (z.B. gilt B)% ,(0. 1)< B}, ,(0, 1), 0 < p < 1) auf den
Fall I < p < oo zuriickfiihren.

Wir kommen daher zum Beweis von (3.11). Zunichst ist klar, daf} eine
Fortsetzung g(x), x € (—1/2,3/2). von g{x) (d.h. gx)= g(x), xE€ (0. 1))
derart existiert, dal

Sy2 o2 Ly
@20, £y = sup_ 3! 80017 dx|
sh<o (Vo

< C,w, (0, g), 0 € (0.5]. (3.13)
| g(-")”z,n(fl/z.z/z) < Cp | ng
gilt (fiir 1 <p < oo sieche [6], der Beweis fir 0 <p <1 ist analog). Sei

| gllc = g(x,). 0.B.d.A. wollen wir x, € (0, 1) annehmen. Laut Voraussetzung
g(0) =0 sowie (3.12), (3.13) ergibt sich die Abschdtzung

1&gl < 21 g(x)l — [ g(2x,) < ‘A_zr‘) g0)<C, I‘Ai,g”l;,'_/j}
Le O‘)Lp([’f)

PIZZN

1 L2 (’Ul )[, ) -
<C, %wz‘p<—,g)+‘ —“(j—dfigcp}
S0 B

2 [1/{141 d{

)

Hieraus folgt die interessierende Ungleichung (3.11), wenn man

1 -t ,
wZ.p(l’f) < Cp - HAf.f(—’C)HLn(o,: L dh,
t

1€0,3),fEL0<p<oo, (3.15)

benutzt. Der Beweis dieser einfachen (vielleicht berets bekannten) Beziehung
beruht auf der Identitét

S ey () ah st i = X 1 ()t s,

j=0 J. 0

0<h <h<i

die in dhnlichem Zusammenhang in [8|, Lemma 2, bendtigt wurde. Wir
wollen auf die Einzelheiten hier nicht eingehen. Lemma 4 ist bewiesen.

THEOREM 6. Sei f€ B}, ,(0,1), 1<p<o bzw. fEB) (0,1)

p.1,2

(< BI',/";'Z(O, 1)), 0 <p < 1. Dann existiert eine fast Gberall auf (0, 1) mit /

zusammenfallende stetige Funktion g, deren Basiszerlegung nach dem
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Faber—Schauder-System F in C(0, 1) wir mit >, ¢.(f)o, bezeichnen. Fiir
die Partialsummenfolge S, f dieser eindeutig durch f bestimmten Reihe gilt

U2n o t,

‘ 2,]1/7( f) dl,
(VP

-G

. u
Nf =8 l,<Cpn v Y AW (3.16)
(‘ MTd[) , O<p<ln=1.2,..

]

1<p< oo,

Beweis. Gemall Lemma 4 wollen wir f€ B} ,(0,1), 0<p< oo,
0.B.d.A. selbst als stetig voraussetzen. Da fiir Reihen nach F die (1.11)
entsprechende Bezichung gilt, geniigt es, lediglich n=2% k=0, 1.... zu
betrachten. Lemma4, (3.11), wenden wir auf jedem der Intervalle 4/,
j=1,2...,2*% und auf die Funktion f(x) — S,/ (x) an (fiir die Basiszerlegung
nach F in C(0, 1) ist bekanntlich £(j/2%) — S, f(j/2¥) = 0,/ =0, 1...., 2):

2k 'Hdtzf(x)”z,p((pn/zk,j/

tl/pH

2k—12¢) dt. J=1.. 2%,
(3.17)

Hf”‘ Szkf”cm;kn < Cp l

-0
Wir setzen
&le ) =14, f N ns - vz ii—z0s - X €4 J=1,,251€(0,2747).

Dann folgt aus (3.17)

2k
\
P ELNTS
Jj=1-4aW

<G, <\2k ’ (‘.Zikil HA’Zf(X)”Lp(U’”/2"~J'/2*~2t) at )p dx) ’
At

1+ 1/p
o t

1= St 1, < (X ] = Sl e )

J=1"

|

Fir 1 <p< o schlielen wir hier die verallgemeinerte Minkowski-
Ungleichung an und erhalten

gk(x9 t)

T+1/
[+1p

=C

p

L1o,2 41 llp

1/ =81, < Clle 7 gidxs Dllpllso. 40,

‘271(1
C | = 1/n—1<

v
<0

/N

2k ip
: 2% IIAIZf(x)”lZIY(Ufl)/2‘<.j/2‘v 21)) dt

J—1

L2k
<C, 27" ' VP (1, f) dt, k=0,1..1<p< .

“0
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Fiir 0 < p < 1 schidtzt man unter der Voraussetzung f € B;;!;<2(0’ 1} zunachst
grob

(“Z ! ]“Aff“LP((j«l)/2’*,_i/2‘<——2t) dt )p

I/p+1
0 t

i'z g lIIA;ZflIf,»((;‘«1),-'2k.j/2k721) dt : ZA

<C, J=l..
A t

ab, der weitere Beweisgang ist wie in Theorem 2 (s. §1). Damit ist (3.16)
gezeigt.

Aufbauend auf Theorem 5 und 6 kdénnen wie in §2 fiir das Haar-System
auch fiir das Faber—Schauder-System F weitergehende Aussagen lber das
Approximationsverhalten bei der Darstellung von Funktionen durch Reihen
gewonnen werden. Wir beschrdnken uns auf zwei charakteristische
Folgerungen fiir den Fall [ <p < o0.

Wir definieren entsprechende Lipschitz-Klassen

Lip,(a, p) ={f € LP(0. 1): w, (1. /)= O(t"), 1 = 0} (3.18)

mit l{p<oound 0<ag?2.

THEOREM 7. Sei f€ Lip,(a, p), 1 <p < o0. Dann existiert eine Reihe
> o a;0x) nach dem Faber-Schauder-System, fiir die

n o, 0<u<l/p.
if=S,,=0¢{n ""Inn. a=1/p. (3.19)
no“, I/p <a<2, 1 - 00

gilt. In (3.19) kann O in keinem der Fdlle durch o ersetzt werden.

Auf den einfachen Beweis dieses Satzes soll hier verzichtet werden.

THEOREM 8. Sei l{p<ow. O0<g<oo und 0<s <2 Das Faber-
Schauder-System F bilder eine Basis in B;, , ,(0, 2) genau dann, wenn

I/p<s<l/p+1,0<g< o oder s=1/p.0<g< 1l (3.20)

gilt.

Beweis. Sei f& B3, ,(0,1), wobei die Parameterwerte (3.20) gentigen
mogen. Auf Grund der entsprechenden Einbettungssdtze (s. [2| bzw.
Lemma 4) kénnen wir f als stetig voraussetzen. Da F in C(0, 1) eine Basis
bildet und die betrachteten Klassen BY _ ,(0, 1) stetig in C(0. 1) eingebettet

D2
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sind, ist eine Darstellung in diesen Klassen fiir / nur durch deren
Basiszerlegung 3’72, ¢,( /)¢, Uiberhaupt moglich. Deshalb mul3 noch

I/~ S 15 =o(l).  n- oo, fE€B; 0, 1), (3.21)

gezeigt werden. Hierbei stellt

1/q

IV =11+ | Y 2B (322)

eine zu l|f|[,,\ , dquivalente (Quasi-)Norm dar(l p < oo, 0<g< o,
O<s<ifp+ {§" s. S.Ropela [9]. Der Beweis von (3.21) unter der
Voraussetzung (3.20) ist nun vollig analog zu dem von Theorem 4 aus §2.
Wir verzichten deshalb auf Finzelheiten und geben nur die wichtigen Schritte
in der folgenden Abschitzung an. Fiir 2*<n <2, k=0, 1,..., gilt (s.
Theorem 6)

k o 1/q
:W>SJm+}:2W@u>SJ¥+ S Ww%ﬁ&

i 0 P=k+1

o o Vg
N W%mﬁﬂ )
f-kt1

< Cp.q.s <ns Hf_ Sanp +

Ain X !
§ Cn.q.s’ (nx—l/p ‘ t Vp Wl(l)z'],(l,f) d[ + 0(1))

-0

2n

Choas ( 3 | i 5wy ) dt%w + 0(1)) =o(1), n- 0.

-0

N

Damit ist die Behauptung von Theorem 8 in einer Richtung gezeigt. Wir
miissen noch zeigen, da3 F keine Basis in B; , ,(0, 1) bildet, wenn (3.20)
nicht erfiillt ist. Fir 1/p+1<s<2, 0<g<oo ist das trivial, da
wz(z.wz),_p> C,t"7*', t -0, gilt und daher nicht alle Funktionen aus F zu

4.2(0. 1) gehoren. Fir 0 <s <1/P, 0<g< oo gibt es Nullreihen in

B .. 2(0 1). so hat z.B. die Reihe 7", a,;0,(x) = ¢,{x) — 3 27", ¢,u(x) die
Eigenschaft ]S, Hm ‘—0(1 n— oo, Deshalb ist die Darstellung mit
Faber-Schauder-Reifen in diesem Fall nicht eindeutig und F keine Basis in

B, (0. 1).

Es bleibt noch der etwas schwierigere Fall s=1/p, 1 <g <o, zu
betrachten, wir fixieren diese Werte (1 < p < o) und nehmen indirekt an,
dal F eine Basis in B}? ,(0, 1) bildet. Fir die Funktion

fix)y=intk +1), x=2"*%

(3.23)
=linear fir ~ x€[27* L 275, k=0. 1.
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gilt offenbar

2

LD (| U Inle 17 dx)

=0
. 'x‘ ) . . j py Lp

<l )

S a/"_k—+2 n(k+'l )

<C2¥  (k+ 1) N k=01

woraus sich (s. (3.22)) f, € B,7 ,(0, 1), 1 < g < co, ergibt.
Sei 37, q;0, die zu f, gehdrende eindeutige Reihe, fiir die

”fZ*S,,N%wk:O(l), n— oo (324)
gilt. Wichtig ist, dal} flir diese Reihe unbedingt
Sax) = f5(x), xE |2 A1 k=12, (3.25)

sein mul}. Im gegenteiligen Fall konnte man ndmlich eine Nullreihe beziglich
F in B} ,(0, 1) konstruieren, was im Widerspruch zur Eindeutigkeit der
Zerlegung des Nullelements in diesem Raum stinde. (Tatsichlich, wenn 4
ein Intervall ist (j=2,..,2%), auf dem die lineare Funktion f,(x) — S ,i(x)
nicht verschwindet, so ergibt

HO-Suh— N ae. (=2t j-1D. xe.).

SUpp o AW

nach entsprechender Umnumerierung eine Reihe nach F., die gemal3 (3.24) in
B)" ,(0, 1) gegen Null konvergiert.)

Da wieder fiir geniigend grofle k > k,. S,.(0)=a, <3 In(k + 1) gilt, so
folgt aus (3.25) und der Linearitit von S, auf (0,2 %)

Sox) = S5lx) 2/(x) = 3/4In(k + 1) > 1/4f3(x),  x€(0.2 * 1)
Daher haben wir weiter (s. (3.25) und (3.3))

(Dp(zlk~f2 - Szk)
> (17 1 S x|

AR = Sue)p dx)m>-j1— (| o ax)

> (‘('

od
>e, (N
iak+2

Iip
2 i(ln(z’—l—l))") >C,2 M n(k + 1), k> k.
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In(3.10) eingesetzt, ergibt sich nun

/= SZkHpr’qu> Cp.qz"/ﬁwz‘p(Z"‘,fz — Sy
2C,  Intk + 1), k> kg,

was im Widerspruch zu (3.24) steht. Damit ist Theorem 8 vollstindig
bewiesen.

i

9.

17.

REFERENCES

. N. K. BARL, AND S. B. STECKIN. Best approximation and differential properties of two

conjugate functions. Trudy Moskotr. Mat. Obs¢. 5 (1956), 483-522. |Russian|

. O. V. Besov, V. P. IL'IN. aND S. M.NikoL’skII, “Integral Representations of Functions

and Imbedding Theorems,” Moscow, Nauka,1975. [Russian|

. Z. CiesieLski,Constructive function theory and spline systems, Studia Math. 53 (1975).

277-302.

. Z. CiesiELsKl AND J. DowmsTa, Construction of an orthonormal basis in C™(/%) and

W'F”(I"). Studia Math. 41 (1972), 211-224.

. V. L. Ivanov, Direct and inverse Theorems of approximation theory in the norm L .

0 < p< 1, Mar. Zametki 18 (1975), 641-658. |Russian]|

. H. JoHNEN, Inequalities connected with the moduli of smoothness, Mat. Vesnik 9 (1972).

289-302.

. P. OswaLp. Approximation by splines in the norm L,, 0 <p < l. Math. Nachr. 94

(1980). 69-96.

. P. OswaLD, Ungleichungen vom Jackson-Typ fiir die algebraische beste Approximation

in L. J. Approx. Theory 23 (1978), 113~136.
S. RopeLA. Spline bases in Besov spaces, Bull. Acad. Polon. Sci. Ser. Sci. Math.
Astronom. Phys. 24 (1976), 319-325.

. E. A. STOROZENKO, On some imbedding theorems, Mar. Zametki 19 (1976). 187-200.

|Russian |

. E. A. STOROSHENKO. V. G. KroTov. AND P. OswALD, Direct and converse theorems of

Jackson type in L7 spaces, 0 < p < I, Mat. §b. 98 (140), (1975), 395-415. |Russian|

. A. ATarawan. The representation of functions in the classes L (0. 1), 0 <p < L. by

orthogonal series. Acta Math. Acad. Sci. Hungar. 21 (1970), 1-9. [Russian|

. H. TRIEBEL, “Fourier Analysis and Function Spaces,” Teubner-Texte Math., Teubner,

Leipzig, 1977.

. H. TriEBEL. “Spaces of Besov-Hardy—Sobolev Type.” Teubner-Texte Math., Teubner.

Leipzig, 1978.

. H. TrieBeL, On Haar bases in Besov spaces, Serdica, in press.
. A. F. TimaN. “Theory of Approximation of Functions of a Real Variable.” Pergamon.

New York, 1963.
P. L. ULJANoOv, Representation of functions by series and the classes ¢(L), Uspehi Mat.
Nauk 27 (1972). 3-52. |Russian]|



