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In dieser Arbeit soll die Approximationsgeschwindigkeit bei der
Darstellung von Funktionen f E L"(O. 1), 0 < P < 00. durch Rcihen nach
dem Haar- bzw. Faber-Schauder-System untersucht werden.

Z ur Erlauterung der Fragestellung betrachten wir das Haar'-System
H = IXi} / 1 und definieren die Bestapproximationen

E;;cn = inf Ilf - h
hEII"

11 = I. 2.... , IE [". 0 < p < 00. (0.1 )

wobei H" = span 1xd7 I entsprechende Klassen von Treppenfunktionen sind.
Bekanntlich gilt die Jackson-Typ-Ungleichung

mit dem Stetigkeitsmodul

II = L 2.... , IE L". 0 < p < 00. (0.2)

\1
W,(I.fj = sup I

, 0 h.t I. 0

h ( 1 l1

II(x) -fix + h)I" dx \ IE (0.1\. (0.3 )

(mit C. C" .... bezeichnen wir positive Konstanten. die nur von den
angegebenen Parametern abhangen und im allgemeinen von Formel zu
Formel verschieden sind). Fur I ~ P < 00 ist (0.2) wohlbekannt. der Fall
o p" 1 wurde von V. G. Krotov in [Ill und V. I. Ivanov 151 bewiesen.

Da das Haar-System Heine Basis in L", I ~p < 00. bildet. so konvergiert
die Haar-Forierreihe \ f I c;(f) Xi. c;(f) = Ji,f(x) Xi(X) dx. i = I. 2..... fur
jede Funktion fE L". mehr noeh. es gilt

" II~- "~ cJI) Xi . ~ 2£,,(f).
[ 1 If'

11 = I. 2..... I ~ p " 00. (0.4 )

0021· 'JlH5.8 1,O'JOOO 1-:' 7S02.00,O
Copyright c 1981 hy Academic Press. Inc

All rights of reproduction in any :"orm reserved



P. OSWALD

Diese Abschiitzung zeigt, dal3 fUr U', 1:S; p < 00. zwischen der Approx
imation durch die Partialsummen der Haar-Fourierreihe von / und den
entsprechenden Bestapproximationen (0.1) kein wesentlicher Unterschied
besteht.

Fur 0 <P < I dagegen bezitzen die Quasi-Banachriiume U keine Basis
Systeme. Allerdings folgt aus Ergebnissen von A. A. Talaljan 112/ dal3 jedc
Funktion /E U, 0 <p < 1. durch (unendlich viele) Haar-Reihen dargestellt
werden kann. d.h. es existieren Reihen [( 1 aixl:c) mit

II/- Snllfp = 0(1). n->oo;/ELp, O<p< I. (0.5)

n= 1,2.... (0.6)

Dabei bezeichnen wir mit Sn(x) = 2..:;'c 1 aix;(x), die Partialsummen dieser
Reihen. 1m Vergleich zu (0.5) weitergehende Abschatzungen der Approx
imationsgeschwindigkeit bei der Darstellung durch Reihen (z.B. in
Abhangigkeit von Glattheitseigenschaften der Funktion Il sind nicht
bekannt. So scheint u.a. nicht klar zu sein. ob bei entsprechender Wahl von

)~r~ 1 aiXi fur de Grol3en 11/- Snllu (0.5) durch eine Jackson-Typ
Ungleichung analog zu (0.2) ersetzt werden kann.

Ahnliche Fragen sind fUr die Darstellung von Funktionen aus U.
o <P < 00. mit Reihen nach dem Faber-Schauder-System ebenfalls
unbeantwortet.

In § I beschaftigen wir uns mit diesen Problemen im FaIle des Haar
Systems (0 <p < 1) und beweisen folgende Satze.

THEOREM I. Sei /E P(O. I). 0 <p < I. Dann existierell Reihen
L:;': I a;x;(x). Fir die die Beziehung

\ 1 wp(t. Ill' 111'
11/-Snllu,:S;Cp ·n

l,
!p-1I /J

1n
,!) 11-1' dt\ .

giiltig ist.

THEOREM 2. Sei /E U(O, 1), °< p < 1, und

.1I r- 1
+

pwp (t./y dt < 00
"0

(0.7)

Dann ist / integrierbar und/iir die Partialsummen SJ(x) = L;'~ I c;U') Xi(X)
der Haar-Fourierreihe von / gilt

II/- SJIIu:S; C
p

• n il/p - I) )'II!n wP~~~Y' dt I, J.P,

" 0 t \
n = I. 2..... (0.8)
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Seide Abschiitzungen ergiinzen sich in gewisser Weise und fUhren zu einer
Reihe interessanter Aussagen. Zur Illustration wollen wir die Klassen

Lip(a. p) = 1!E U(O. I) : wp(t,J) = O(t"), t -> 0 f.

a E (0. max(l. lip)) (0.9)

heranziehen (zur Definition im Faile 0 <p < I s. I I II). Fur fE Lip(a. p).
o< p < I. liefert Theorem I die Existenz von Reihen mit der Eigenschaft

(/1 (l.
Ilf - S"llu= 0 I /1-llp. I) lnlpn.In (liP-II.

O<a<l/p-l.
a = lip - I. n -> 00.

lip - I < a < lip.
(0.10)

wiihrend sich gemii13 Theorem 2 fUr die Haar-Fourierreihe sogar

f - S,Jilu = O(n (l). I/p -I < a < lip. 11-> 00. (0.11)

ergibt. Damit zeigt sich. dill fUr Funktionen aus den Klassen Lip(a. p)

(a/= I/p-- I) dieselbe Approximationsgeschwindigkeit. wie sie gem~iG (0.2)
fur die Bestapproximationen E~(f) gesichert ist. auch durch die
Partialsummen einer gewissen Reihe erreicht werden kann.

1m "kritischen" Fall a = lip - I dagegen kann ein solches in gewissem
Sinne optimales Konvergenzverhalten bei der Darstellung durch Haar-Reihen
mit Hilfe obiger Abschiitzungen nicht nachgewiesen werden. DaB dlas kein
Zufall ist. folgt aus dem in § 2 konstruierten Beispiel einer Funktion
,I;, E Lip( 1/P -- I. p) mit der Eigenschaft. daG fUr beliebige Haar- Reihen

lim Ilf- Sn 11/1' "> 0
IH'f.11 (1'1'-1) .Inn / . O<p< I. (0.12 )

gilt. Aus (0.12) ergibt sich gleichzeitig, daB eine zu (0.2) analoge Jackson
TypUngleichung fur die GroBen ilf- Snllu nicht moglich ist. 1m Zusam
menhang damit stellt sich die folgende Frage. Sei

H~ = 1!E U(O. I) : wp(t,J) = O(w(t)), t -> 0 f, O<p<1 (0.13)

(bezuglich der Eigenschaften von w(t) s. §2). Welche notwendigen und
hinreichenden Bedingungen an w(t) garantieren fUr jede FunktionfE H~' die
Existenz einer gewissen Haar-Reihe mit

iII- S"II/I' = 0 ( w (+)). (0.14)

Eine Antwort gibt Theorem 3 in §2. In diesem Paragraph untersuchen wir
auGerdem unter Benutzung von Theorem 2, ob das Haar-System Heine
Basis in gewissen Riiumen vom Besov-Typ B~.q fUr 0 <P < I bildeL Diese
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Fragestellung entstand im Zusammenhang mit Ergebnissen von H. Triebel

1151·
Ahnliche Probleme beziiglich der Approximationsgeschwindigkeit bei der

Darstellung von Funktionen aus LP (insbesondere fiir I (; p < 00) durch
Reihen nach dem Faber-Schauder-System werden in ~3 ausfiihrlich
betrachtet.

In diesem Paragraph sei Jt:. U(O. I), 0 < P < I. Der in (0.3) definierte
Stetigkeitsmodul wp(tJ) der Funktion J hat folgende Eigenschaften (zum
Beweis s. 1111):

0(; wp(t,JjP (; wp(t + T. f)P

(; wp(t,JY' + wp(r,JY'. 0 < t < I + T (; I (1.1)

wp(nt.J)(;nl;Pwp(t,J). o<nt";; I. n=L2....

Eine wichtige Rolle spielen fiir 0 <P < I die Ungleichungen

und

1

m II' m
\' \' I'_ a i ,,;; _ jail.
iii I

- 00 < u. i < +00. i = L...• rn ( 1.2)

II
'::", Ji III' ,,;;\' II;;II~.

I I p I I

/; E [I'. i = 1... .. m (1.2)'

Dabei ist IIJllp = IJ,\ IJ(x )11' dx f 1/1' gesetzt. entsprechendes gilt fiir die

Bezeichnung IIJIILi'(a,h)'
Aus der Definition der Haar-Funktionen

XI(X) = L

Xn(x) = 2k/2
•

=_2-·k/2.

xE 10. 11=,1\°1

xt:.Lli~~i).

xt:.Lli~tl'.
(1.3 )

=0. xELljk'.n=2k +I.I= 1,.... 2" k=O. I....

mit L1jk' = «(j - 1)/2\ }/2 k
). } = 1..... 2k

• k = O. I ..... folgt. daB die Klasse
H 2k = span lx i} 7' I mit der aller Treppenfunktionen

hex) = /3J. } = I ..... 2k

zusammenfiillt. Aus I11I (Lemma 1.I und (2.4)) ergibt sich
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LEMMA 1. Sei jE U(O, I), °<p < 1. Dann existiert eine Treppen
junktion ht E H 2k (k = 0,1, ... ) mit

k = 0,1,... (1.4 )

LEMMA 2. Fiir jede Treppenjunktion h k = L~~ I aiXi E H 2k und
k = 0, I, ... kann man Koejfizienten ai' i> 2k

• derart bestimmen, dajJ die Par
tialsummenjolge

der Beziehung

r = 0, 1,... (1.5)

r=O,I, ...,O<p<1 (1.6)

genugt. d.h. in U, 0< p < 1, gegen j(x) = °konvergiert.

Beweis. Wir fixieren k = 0, I,... und bezeichnen mit aikl den Wert, den
hk(x) auf Lfik) annimmt. Die gesuchte Reihe ist dann -

2k 2"

\' ax-= \' a-x-+ \' \' ~a(kl2(S I k)/2X'k
_ I l _ 1 I _ _.1 ~ \ I fj·2\ I

iIi I s lj 1

Durch Nachrechnen iiberzeugt man sich leicht, daB

x E Lf ~k+ r). i *- j . 1',

XELf~~;,"), j= 1,. ... 2k
(1.7)

gilt. Demnach folgt

2/.:

!IS2k,(.;hk)II~= \' 2- kr
• YPlaikll P

j I

2k

=2- r (I-P) \' 2- k la( kl IP_ }

jc I

r = 0, 1,...

w.z.b.w.

Bemerkung 1. Die Existens nichttrivialer in der U-Metrik gegen
j(x) = °konvergierender Haar-Reihen (sogenannter Null-Reihen) ist bekannt
112 1. Lemma 2 liefert Nullreihen Lr 1 a;x/x) mit
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wobei eine endliche Zahl von Koeffizienten a i sagar beliebig vorgegeben
werden kann. (1.8) kann nicht weiter verschiirft werden, da aus

11-> CfJ. 0 <P < I. (1.9 )

umgekehrt a i = O. i = 1,2,... , folgt. Tatsiichlich. fUr die Partialsummenfolge
S ,k(X), k = O. l...., ergibt sich aus der wichtigen Eigenschaft

S~k(X)==(J,(k1=2AI S ()dc 2k"t t.
'J}kJ

x E ,djAI. j = 1,.... 2A. r ~ O. I...., (1.10)

sowie (1.2) gemiif3 (1.9) die Abschiitzung

2" 1~ i i·2' I'

iiS,kll~ = \' 2 Ai(JjA) I" = \' 2 A I \' 2 'fJ)' - /I

i I i I I i Ii J)·2 r , I

2f... • r

~y(1 1'1 \' 2' 'i(Ji'I/JII'
i I

r -~ 00.

und somit S,dx) = O. x E (0. 1j. k = O. I..... w.z.b.w.

Beweis vall Theorem I. Seien ht(x) die bestapproximierenden Haar
polynome aus Lemma 1. Fur jede der Funktionen

hA(x)=ht(x)-ht I(X)= ~ a:A1xJ,)E H'k'
I

k = 1.2.....

bestimmen wir gemiif3 Lemma 2 die Koeffizienten aiAi, so daf3 die Reihe

2"

== ~ a~kix;(.x) + \' a:"'Xi(xj.
iIi 2/\ j. I

k = 1. 2....

der Beziehung (1.6) genugt, sci aul3erdem h~(x) = aiO
) • XI (x). Fur die Reihe

J

\. a/lXi = h7; + \' 0A(·.h A)
i I A I

f [log,U I J I

\' (- \. a IAi )- X- + alOlx (x)_ _ I I 1 I

,- A I
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gilt zunachst

m

S2m(X) = ht(x) - \' jS2m(X; hk) - hk(x)f
k 1

m

7

=h:(.x-)- \' S2'.,m ,,(x:hk),
k 1

m=O, I, ...

Deshalb kann jetzt under Benutzung von (1.2)', (1.6) sowie (1.4) auf
folgende Art und Weise abgeschatzt werden:

m

f· S I·IP,;III h*I'P+ \' 2 1m klll-"I'lh ill'. -- 2m I' '" - I~ Ip I kip
k 1

m

:( EimUf + 2 mIl -pi \ ' 2kll -l'ljEi,U)" + Ej, ,un
k 1

m

:((1+2 1 P)·2- mll -l') \' 2kll
1' I£I;,Uf

, II

m

:((2+2 2 1')2- mll pi \' 2kll P\v
p
(2 ',IY,

k (I

m =,0.1 ....

Diese Ungleichung ergibt zusammen mit der elementaren Beziehung

- Si'l''; :1/- S '1" 11)'- S .1 1/
n!fJ~i 2k.ip+' 2/.;jlifl~

die in Theorem I zu beweisende Behauptung (0.6), wenn mit Hilfe von (1.1)
wie gewohnlich zur Integralschreibweise iibergegangen wird.

Damit ist Theorem I gezeigt.

Beweis von Theorem 2. Wir stiitzen uns auf ein Einbettungsresultat, das
von E. A. Storozenko 110 I (s. auch III I) bewiesen wurde. Aus der
Ungleichung (2.7) in [II] und der Voraussetzung (0.7) folgt

:( Cp \IIJII~ + \' 2(1-Plkwl'(rk,fY I
I k (I \

C )11/111'+ 1·1 wl'(t,IYdtl < 00.
:( P P t2-1' !

.(1 )

(1.12)
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Somit ist fE L I (0, 1). Da fur die Haar-Fourierreihe L:/ I ci(f) Xi dieser
Funktion

2,1,

Ilf- S2dil~ = ~ I If(x) - 2k I f(t) dtlP dx
i 1 ·'Ll}k) ·'jV~

~ k. I : Jl

= 2
kP>, .1

c1
\kl It" (f(x) --f(l)) dt Idx.
f f

k = 0, 1.. .. , ( 1.13 )

gilt, ben6tigen wir entsprechende Abschiitzungen der Gr6f3en II =
Jc1~kl if(x) - f(t)1 dt, x E L1~k), j = I,... , 2k

• Dazu benutzen wir die Ungleichung

die unmittelbar aus (1.12) folgt, indem man dort die Beziehung

O<t(,1 (1.15)

einsetzt, umformt und von (0, 1) zu einem beliebigen Interval! (a, b) c (0, I)
iibergeht. In (1.14) setzt man (a, b) =L1y) und stattf(t)jetztf(t)-f(x) mit
fixiertem x E L1~k), so daG sich

1'J (, Cp )2 kO
1') .1

c1
\kl If(x) - f{t)IP dt
f

_1

.
2 k Jt2_

k
~);2k If(t) - f(t + hWdt dh (

+ h2 - p
.()

ergibt. Diese Ungleiching benutzen wir zur weiteren Abschiitzung in (1.13):

\ 2
k

Ilf-S2dll~(,Cp 12k ~ I I If(x)-f(t)ll'dtdx
i "c1Jkl. c1jk'

.2 k ,\"2~ ():2 LhkI-j'(t) -jOlt + h)lp dt
+2kpk I L..J-l.U-I)2 dh

. () h2 - I'

.2 j.,

.:::: C!,2-- kJ1
-1') I (t f\l' tlf 2dt"'" WI' , I . ,

·'0

k = 0. L....
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Unter Beriicksichtigung von (1.11) und (1.1) ist damit Theorem 2 bewiesen.

Bemerkung 2. In den Voraussetzungen von Theorem 2 ist die Haar
Fourierreihe von f die einzige Reihe, die eine Abschiitzung der Form (0.8)
zuliil3t. 1m gegenteiligen Fall giibe es niimlich eine nichttriviale Haar-Reihe
Y'/ 1 aiXi(x) mit der Eigenschaft

= o(n 11/1' 11). n->oo.

was im Widerspruch zu dem in Bemerkung I Gesagten stehL
Die Abschiitzung in Theorem 1 dagegen wird gemiil3 (1.8) clurch unen

dlich viele Haar- Reihen realisiert.

2

Wir wenden uns in diesem Paragraph einigen Foigerungen aus den in § I
bewiesenen Abschiitzungen (0.6) und (0.8) zu. Dabei spie1en die Funktionen

=bs '

xE (2.4- 5
-

1,4 5
)

X E (4'" I, 2 . 4 - s - I), S = 0, L...
(2.1 )

(b, :? 0. s = 0, I, ... ) eine wichtige Rolle.

LEMMA 3. Sei FE U(O, I), 0< P < 1, eine Funktion vom Typ (2.1).
Dann gilt

sowie

s = 0,1, ...

s = 0,1.... (2.2)

(2.3 )

IIF-S4kllp:?Cp4-k(l/p!) II ~~~14-;-lbiIP

_ 2. 4m(lp)IIF _ S4mll~~ LIP, m > k (2.4 )

jiir die Partialsummen S4k(X) einer beliebigen Haar-Reihe L~ I a;x;(x).
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Beweis. Aus der Definition der Bestapproximation (0.1) ergibt sich
gemiil3 (2.1) sofort

.~ ,
E~,(F)P~ I !F(x)IPdx= \' 4 i Ibj.

·0 ! "

s = O. I....

Damit ist (2.3) gezeigt. Zum Nachweis von (2.2) fixieren wir s =c I. 2. ... und
betrachten hE (0.4 '). Dann ist dank (1.2) und (2.1)

.1 II

I IF(x) F(x + h)j!' dx
·Il

.~ , .1 II

~ I (IF(xJIP+ !F(x+hW)dx+ I iF(x)-F(x+h)l"dx
. 0 . -l \

, I

s = 1.2....
i \ I i If

Wenn man hier das Supremum bezuglich h nimmt. ergibt sich (2.2).
Wir fixieren nun m > k und definieren unter Berucksichtigung der

speziellen Struktur von F(x) die Zahlen /i.i = 1..... 4m. aus

- I i~
XEiWml (2.4' 1.4 ').

xEj~2!11)c(4 ' 1.2.4 ' I).

s=O..... 1I1 I: i=c 2..... 4!11.

Dank dieser Festlegung folgt einerseits

1

F - S~mll;;??- I i F(x)- S~m(xW)dx
. ::' . .f .111 I

-1-.11 '

=2.4 !II 1 ;'11"+ \' 4 !II!I'Y' (2.5)
i 2

und andererseits gilt fUr x E (0.4 k)

.~ k

S~k(x)=4k I S4 m(x)dx
'Il

k=O..... II1-1. (2.6)
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Mit Hilfe von (2.5) und (2.6) erhalten wir nun die Abschatzungen

.4 '
II F - S4,il~ ~ I IS4k(X)iP dx

.' 2.4 k. I

II

I \ Im- I II''> _ . 4 k. 4 kl' \.' 4 - \ - I b
? 2 ) - "( 'c A

4
m

"

\.' 4 - ml' I') .11' i
- II, \
i I

'>~ 4 kIII' I \ I n\, I 4 - \ - Ib II' ~ 4mI I -I'I {: 4 - mI 'I !I' 1\'

:/2 1-' :-- ,"
ski I

'>~4-k(1 pi \ j",\-,1 4 -S -lb !1'-2. 4mll l')IIF-S IW
r 2 ? ,_j,;~' I 4m I[J

Damit ist auch (2.4) bewiesen und Lemma 3 vollstandig gezeigt.
Als erste Folgerung aus Lemma 3 wollen wir die in der EinfUhrung

angegebene Funktion fo E Lip(l jP - L p), 0 <p < L mit der Eigenschaft
(0.12) konstruieren. Dazu setzen wir in (2.1), b, = 4' + I, S = 0, I,... und
bekommen die gesuchte Funktionh)(x)=F(x.j4'+lf). Aus (2.2) folgt

~ C 4 \11-1'1
-.....::.: p ~ S = O. 1.. ..

d.h. hi E Lip(ljp - 1, pl. Urn (0.12) zu beweisen, nehmen wir das Gegenteil

an und setzen die Existenz einer Haar-Reihe L~-I anXn(x) mit

II fo ~ Snllp = o(n l
liP. In n).

voraus. Aus dieser Annahme und (2.4) fUr k = 0 ergibt sich

- 2 . 4m(I -1') II " - S 111'1
11)0 4mp~

und damit ein Widerspruch zu fo ELI'.
Dieses Beispiel zeigt, da/3 fur Funktionen f(x) E U(O. 1), 0 <P < I, die

Gra/3en Ilf- S n III' im allgemeinen langsamer als die entsprechenden Bestap
proximationen gegen Null konvergieren.
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Wir wenden uns nun den Klassen H;: (0.13) zu. Dabei sei w(tY ein
Stetigkeitsmodul in qo, 1), d.h.

0= w(O)l' < w(t)" ~ ",,(t -+ r)" ~ w(I)" -+ wirY',

o( I ~ I' r ~ L l1' E: C(O. 1). (2.7)

Das ist auf Grund der Eigenschaften (1.1) des L"-Stetigkeitsmoduls wI,(I.f).

o<p < L eine natiirliche Forderung.
Da aus der Jackson-Typ-Ungleichung (0.2) stets

E;;CfJ = O(w( lin)). n -; ro.

folgt (hier kann man 0 nicht durch 0 ersetzen!). ist es naheliegend.
diejenigen Klassen H;: zu charakteristieren. fUr die bei der Darstellung
beliebiger IE H;,' durch Haar-Reihen die gleiche optimale Konvergenzrate
O(w(l/n)) fUr n -> ro erreicht wi rd.

THEOREM 3. Sei 0 < p < lund 11'(1) geniige (2.7).

(a) Wenn eine del' Bedingungen

odeI'

\ I w(I)" II
)'1 I' I I t( • -,----- ( I

II I- P \
O( 11·((»)). ii ,0 (2.Y)

(),o (2.10)

eifiilll is/, so hal H;: die folgende EigenschaJi: Flir jedes IE f-l;: exislierl eille
Haar-Reihe

~ (1,X,(x)
, I

l/1il I S" O(W(I/Il)). if +:r~ i 2. I 1)

(b) Umgekehrl. wenn fiir H;: die Eigenschqji (2.1 I) Wid r1ljjJerdem

"

.•1 1I'(t)1' I' I !' \ I I\'(; )i'
t +- is I" I --_.:__~ dt

'I ~~ct\ I'
1," I . \ I'

O(w((»)). 1),0 i 2.121

gelten, so mujJ eine del' beiden Bedingungen (2.9) odeI' (2.10) erJii'llt seill.

Beweis. Behauptung (a) folgt sofort aus Theorem I (im Faile von (2.Y))

bzw. aus Theorem 2 (fur (2.10)).
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Zum Beweis der Notwendigkeit (Teil (b)) bemerken wir zuniichst. daB die
Bedingungen (2.9) und (2.10) jeweils iiquivalent zu

und

.>;1"" I 1.
1 wit) ,

U . l!TIdl=O(w(b)).
• I> l

.1> W(l)
btl' I I -Ip- dl = O(w(b)),

'11 l

(2.9)'

(2.10)'

sind. Auf den Nachweis dieser einfachen Tatsache wollen wir hier nicht
eingehen. Wir setzen in (2.1), b,=4(\·J)!/lw(4-'-'), s=O.I.. ... Fiir die so
konstruierte Funktion IlX") = F(x, ib,}) haben wir gemiiJ3 (2.2) und
Voraussetzung (2.12)

, I

w(4 './I)jl'~ C" \4 '\' 41 + 1 . w(4 i I)" +- \' 11'(4 I 1),,1
I i il i ' \

\ I ll'(t)" .l ' W(l)" I
~ C" 14 'I -,--dl + I --dl

.l' r .il r \

= 0(11'(4 ')1'). S --; 00,

d.h. es gilt II E H;:. Laut Voraussetzung (2.11) gibt es fur 11 eine Haar-Reihe
mit

I II - SII f!' = O(ll'( lin)). fl-'C/], (2, \3)

Wcnn (2.9) gilt. so ist (b) bereits bewisen. Sei deshalb (2.9) bzw. (2.9)' nieht
crfiillt. Dank der Eigensehaften (2.7) von If(l) folgt daraus sofort fUr
k O. l.... die Beziehung

, 4 t () 4 - Nll!.{) J)

l,i~ (L '" _I;_'J~_' dl) -11-'(4-"-') = C/]. In> k, (2.14 )

Nun wenden wir die Beziehung (2.4) aus Lemma 3 an:

- S-lA

m [

>-C.4 k(l" II \ \' 4 i 14Ii'"1'll'(4·i I)!"
Y' " J _

i k

If'

-- 2 . 4 III I 1 -"I I /. - S II"!
"~, I -l'" '/.1'\ . In '> k
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Unter Berucksichtigung von (2.7) geht man hier zur Integralschreibweise
uber und erhiilt mit Hilfe von (2.13)

>c C 4 kll I' I) \ (1.
4

' l\'1{lp) dl) I'

~ fJ f .-4 II! !

-0(4"'11 1"l\'(4 "'Y') (I'.
Fur III ..~ 00 erhiilt man deshalb gemiif3 (2.14)

III '> II.

\.', ~41,11,'_I"_Jl_l)_H_'(4-,.cl_n_) )1' II J'

. II - 0 ((~ ;" l\'(l) . I Ipdl \

.4 ' )\'(1)
>c C 4 kllJl II i --dl
?" I' .'" IlJl •

II. = O. I....

Diese Abschiitzung und wiederum (2.13) implizieren die Richtigkeit von
(2.10)' bzw. (2.10). Damit ist die Behauptung (b) und Theorem 3 insgesamt
bewiesen.

Bemerkung 3. Die zusatzliche Voraussetzung (2.12) garantiert eine
gewissse Regularitiit von l\'(t) (sie ist z.B. fur W(I) = I". a < (1 < lip. erfiillt.
nicht aber im Fall a = lip) und vereinfacht den Beweis von Teil b). In der

Literatur sind zu (2.12) iiquivalente Bedingungen angegeben (s. III). Es ist
wahrscheinlich. daf3 die Aussage in Teil b) von Theorem 3 auch ohne (2.12)
bestehen bleibt.

1m letzten Teil dieses Paragraphen betrachten wir die Klassen

8;,.,,(0. I) = )IE U(a. I): IIIIIH,'."

_ ., \ .1 wp{l.f)'1 II 'I . I
- (II) Ilu' + 1.10 1"/+ I dl \ ) < 00 \. (2.15)

Hier sei 0 <p < I. 0 <q < 00. a < s < lip (zur Definition und einigen
Eigenschaften s. 17. §41). Fur diese Parameterwerte stellt B~,q(O. I) einen
Quasi-Banachraum dar. wobei die Topologie auch mit Hilfe der folgenden
aquivalenten Quasi-Normen definiert werden kann:

\ I (I'I h I!(x) -)'(x + h)IJI dX)'l/i
11!11;\'~.q = IIIllp + IJn .0 h"S+ I dh

1,.11

(2.16 )
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(2.17)

Oer Nachweis dieses Sachverhalts ergibt sich fUr (2.16) aus der Ungleichung
(l.15), zur Herleitung im Fall (2.17) s. 17, §4]. Fur 1 ~ p < 00 sind ahnliche
Aussagen bekannt, vergleiche z.B. 19].

H. Triebel 1151 hat die Existenz von Schauderbasen in B(:sov-Typ
Raumen B~.q(Rn), denen im Vergleich zu (2.15) ein anderer
Oefinitionsgedanke zugrunde liegt (ausfUhrlich dazu s. [13, 14 I), fUr
o<p < 1 untersucht und zu diesem Zweck das Haar-System H
herangezogen. Oabei wurde in 115) faktisch bewiesen, daB H fUr die
Parameterwerte 1/2 <p < 1, lip - 1 < s < lund 0 < q < 00 eine
Schauderbasis in den Quasi-Banachraumen B~.q(O, 1) bildet. Wir erganzen
dieses Resultat von H. Triebe! durch folgenden Satz.

THEOREM 4. Sei 0 <p < l. Dann bi/det das Haar-System Heine
Schauderbasis in B~.q(O, 1), wenn

lip - I < s < lip, 0 < q < 00

gilt. Fiir die Werte

0< s < lip - 1,0 <q < 00

oder

oder

s=l/p-I,O<q~p (2.18)

s= lip-I, I <q < (X) (2.19)

dagegen existieren keine nichttrivialen, auf B~.q(O, 1) definierten stetigen
linearen Funktionale und damit auch keine Schauderbasen.

Beweis. Oa B~.q(O, 1) (0 <p < I) ein F-Raum mit der durch

f3 = min(p, q) (2.20)

gegebenen translationsinvarianten Metrik p ist, so ergibt sich bereits, daB H
eine Schauderbasis in diesem Raum ist, wenn wir nur nachweisen, daB jede
Funktion aus B~.q(O, I) durch genau eine konvergierende Haar-Reihe
dargestellt werden kann. Fur die Werte (2.18) ist, wie man auf Grund der
Oefinitions(2.15) und (1.12) leicht einsieht B~.q(O,I)cB~.~-I(O,I)c

L 1(0, 1), wobei diese Einbettungen stetig sind. Oa aber Heine Basis in L I

bildet, folgt daraus, daB die Oarstellung einer Funktion f(x) aus B;.q(O, I)
(wenn iiberhaupt) nur durch deren Haar-Fourierreihe moglich und damit
eindeutig ist. Es geniigt somit, die Beziehung

Ilf- Snflls' = o( I),p."

fUr die Werte (2.18) nachzuweisen.

/140/33/[ 2

n --> 00; fE B;.q(O, I), (2.21 )
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Sei 2k ( n < 2k + l,k = 0, 1,.... Dann gilt dank der Eigenschaften der
Bestapproximation und (2.17)

Ilf- SnfIIBj;.q (Cp.q.s Ilf- Snfll:tq

(
\ JC /1/'1)

= Cp.q.sllf - Snfl!p + I? ~ 2iqSE~;(f- Snf)q \ .

( CPoi/.1 (n' Ilf- S"flip + )i~~1 I 2iq'Ej;(f)q ( Ilq).

Der zweite Summand ist 0(1), n -> 00, wegen IE B~.'I(O, I). Fur den ersten
Summanden ergibt sich aus Theorem 2 mit Hilfe von (1.2) bzw. der
Minkowski-Ungleichung

n' Ilf- Snfllp

<: C .2k \S lip til
-....:::::. p . .'>

i .J. liq
\ (,\ ~ 2i(llp- I)Gwp(2 -i,j)G) , qlp ( J. lip - I (s < lip,

XiH«' 2' ia )"IP I (,;~ 2 i(1.2illiP·llq.2ialqIP)w/,(2 i'f)q))I,I',
I. ,- k . I k
\

qlp> I, lip - I < s < lip,

wobei a> 0 so gewahlt wird, daB (5 - lip + I) - a . (lip - llq) > 0 gilt.
Deshalb kann weiter

n S Ilf- Snfllp

( Cp,q.s
lip + II ,,\I/P 1/'111'1

. Ilq
. 2il(11 lip 1/'1)' liP I )qWp(2 i, 1)'1 ) ,

qlp( I

qlp > I
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( .

,1/" Wp(t,J)q dt) I/q
s: C . I = o( 1),
~ p,q,s tsq • t

o
n -t 00,

abgeschiitzt werden. Damit ist der erste Teil von Theorem 4 bewiesen.
Zum Beweis des zweiten Teils betrachtet man ein beliebiges stetiges

lineares Funktional C/>; B~,q(O, 1) -t R 1, d.h. sei

IC/>U)I ~ C</l Ilfllus .p,q
f(x) E B~,q(O, I). (2.22 )

Unter der Voraussetzung (2.19) mu13 C/>U) == 0 gezeigt werden. Da die
Vereinigung der Klassen H 2' = span 1Xi f;' I' k = 0, I",., dicht in B~,q(O, I) ist
(das folgt aus den Eigenschaften der Quasi-Norm (2.17)) geniigt es, die
Beziehung

= I, xEiJy),j= 1,...,2\k=0, I,... (2.23)

zu zeigen. Sei zuniichst 0 < s < lip - 1,0 <q < 00. Da offensichtllich

Ej,(hjkl) = 2 -kip

=0,

gilt, so haben wir

i = 0,... , k - I

i = k, k + I,... , j = 1,... , 2k
, k = 0, I,." (0 <p < I)

./ C 2k (S I/p)
~ s.q ,

Hieraus ergibt sich unter Beriicksichtigung von (2.22)

IC/>(hY))1 = I C/> (. ~-{ h~h H)) I ~
5-2-1.1-1)+1 5

2rj

~ C</l' \' Ilh~k+r)IIB),q
5 2-1.1 -I) + 1

2 rj

\' I C/>(h~kH))1

2 r (j--I)+1

s: C .2klS - Vp) , Y15- I/p + I) = o( I), r -t 00
"" </l.P,q,.\

und (2.23) ist gezeigt. Es bleibt noch der etwas schwierigere Fall s 0= lip - L
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I < q < 00, ZU betrachten. Wir geben lediglich den Beweisgedanken an und
lassen die technischen Details weg. Sei fUr I' = I, 2,... die Funktion

ir'(x) = i-r(r + I) 1

= (I' + I )_. I.

x E (2 i. 2 i + I). i = I, .... I'

x E (0. 2 r)

definiert und mit der Periode I auf R 1 fortgesetzt. Die Funktionen

genugen den Beziehungen

x E (0. 1), i = I..... 2'

2'

\' gjr)(x) = hiO,(x) == I,
i 1

und

x E (0, I), I' = I, 2.... (2.24 )

IIgY)IIB~.f, ,(Cp •q -2 r(r+ I)'jq I.

i = I ...., 2'. I' = 1,2..... q E (1.00) (2.25)

die durch direkte Berechnung erhalten werden konnen. Wie oben folgt nun

2'

IcfJ(h\O')1 ( \ ' IcfJ(gjr»)1
i-I

(C<p.P.q' 2' ·2 r(r + I(q 1 = 0(1). r --> 00.

Damit ist (2.23) fUr k = 0 gezeigt. der Nachweis fUr k = I, 2.... geschieht
analog (man transformiert dazu die obigen Funktionen gj'I(X) von (0. I)
entsprechend auf L1~k) und setzt sie mit dem Wert 0 auf ganz (0. I) fort. so
daJ3 man eine (2.24) entsprechende Zerlegung von h~k'(X) erhiilt).

Theorem 4 ist vollstandig bewiesen.

Bemerkung 4. Theorem 4 laJ3t lediglich den Fall s = lip ~ 1, p < q ( I
offen. Wahrscheinlich ist, daJ3 das Haar-System Hauch fur diese Klassen
B~.,q(O. 1) eine Schauderbasis bildet.

Ahnliche Satze konnen auch fUr Spline-Systeme, die aus Spline
Funktionen h6herer Ordnung bestehen. hergeleitet werden. Zur Definition
und wichtigen Eigenschaften solcher Funktionensysteme siehe die Arbeiten
von Z. Ciesielski, J. Domsta. S. Ropela u.a. (z.B. 13.4. 91). Darauf soli an
anderer Stelle eingegangen werden.
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In diesem Paragraph betrachten wir Konvergenzgeschwindigkeitsabschiit

zungen fUr die Darstellung von Funktionen JE U(O, I), °<p < <x), durch
Reihen nach dem Faber-Schauder-System

.X

F= jlfldYCo,lfIo(x) = O,IfI;(X) = I X;(t)dt,
• 0

x E (0, 1),

i = I, 2,. ... Wir definieren wieder entsprechende Bestapproximationen

JEU(O, 1),O<p< <X),n=O, I, ... (3.1)

bezliglich der Unterriiume linearer Spline-Funktionen L n = spanjlfld7 I'

11 = 0, I, .... Es gilt

wobei

n = 1,2,... (3.2)

(3.3 )

den Stetigkeitsmodul 2. Ordnung der Funktion JE U(O, 1), °<P < <x),

darstellt (hier ist wie gewohnlich L1U(x) =J(x) - 2J(x + h) +J(x + 2h)).
Einen Beweis von (3.2) fUr 1<p < <X) findet man in [3 J, fUr °<p < 1 in
[7[.

Bekanntlich ist F das klassische Basissystem im Raum qo, I), in U(O, 1)
dagegen stellt es keine Basis dar (0 <p < <X)), obwohl fUr jede Funktion
JE U Reihen )~i 0 Gilfli(X) mit

n

S (x) = \' GIfI·(X)n ....... l l
j- 0

(3.4 )

existieren (die Darstellung ist nicht eindeutig). Zu diesen Fragen siehe [171.
Zuniichst werden wir analoge Ergebnisse tiber die in (3.4) mogliche

Konvergenzgeschwindigkeit herleiten. 1m Unterschied zum Haar-System, bei
dessen Betrachtung in §§ 1,2 ein enger Zusammenhang zu Einbet
tungsbedingungen in L I sichtbar wurde ("kritischer" Parameter a ,= lip ~ I
in der Lipschitz-Skala), spielt jetzt die Frage der Einbettung von Fllnktionen
nach qo, I) eine entsprechende Rolle (demzufolge "kritischer" Parameter
a = lip).
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I <p < 00.

(3.5 )

°< p < I, n = I, 2, ...

THEOREM 5. Sei fE U(O, I), 0< P < 00. Dann existieren Reihen
L~o a;qJ;(x), fiir die die Abschiitzung

1

,1 UJ2,p(t,f) dt

'1/2(nfl) t l
/
P +

1
'

Ilf- Snllp <Cpn- 1
/
P

(

,I UJ' (tJ)P .)uPI .,p , dt .
, li2( n + I) t-

gilt,

Beweis, Sei °<p < 00 fixiert und fE U(O, I). Wir setzen

Ik(x)=It(x)-/LI(x)= \' aj"qJ;(x)EL2"
i ()

k = 1,2, ...

Hier bezeichnen I: E L 2" k = 0, I, ... , die linearen Spline-Funktionen, fUr die

k = 0, 1,. .. (3.6)

gilt. Fur jedes k = I, 2,... konnen wir auf Grund der speziellen Struktur von F
Koeffizienten ajk). i> 2k, derart bestimmen. daB die Partials urn men

S2 kH(X; Ik) = \ ' a~k)qJ;(x) = Ik(x) + \. a;klqJ;(x).
i =c· () i 2k ->- 1

der Reihe Lt-o a~k)qJ;(x) die Eigenschaft besitzen:

S2",(j. 2 -k -r, I
k

)

r = 1.2....

= Ik(i . 2 k),

= 0.

j = i . 2'.

j * i . 2'. i = 0,.... 2k
• j = 0, .... 2k

I r

(3.7)

was offensichtlich stets m6glich ist. Dank (3.7) und der Beziehung
.b

(b - a)(I/(a)IP + I/(b)IP) <Cp I I/(x)iP dx
'(1

<C~(b - a)(ll(a)IP + I/(b)!P). o < p < 00 (3.8)

die fur beliebige lineare Funktionen l(x) = Ax + B und beliebige (a, b), a < b.
gultig ist, ergibt sich

II S2k;,("lk)llp<Cp)2 k r:~~ IS2k ,,(j. 2- kr,lkll"( Up

= C
p

• 2r'p \ ~k, 2 k I/k(i . 2 k)!pl. Lf'

? i 0 ,

k = 1,2....
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und damit die zu Lemma 2 aus 1 analoge Aussage. Die gesuchte Reihe hat
die Gestalt

x E (0, 1).,

so daB wiederum

m=O,I, ... ,

gilt. Die weiteren Abschiitzungen laufen fUr °< p < I genau wie im Beweis
von Theorem 1, fur l';;'p < 00 benutzt man statt (1.2)' die Minkowski
Ungleichung. Dabei werden die (1.1) entsprechenden Eigenschaften des
Stetigkeitsmoduls 2. Ordnung

0';;' w2•P(t, j)';;' w2 •p(r. j),

UJ 2.
P
(t,j) . t- YIP ) C

p
' w2.

p
(r,j) r }\PI,

O<t<r~t
. (3.9)

y(p) = max(2, 1 + lip)

benotigt (fur I';;' P < 00 s. [161 oder [61, fur °< p < 1 s. [71). Die
Einzelheiten uberlassen wir dem Leser. Theorem 5 ist gezeigt.

Dem Beweis des zu Theorem 2 analogen Satzes schicken wir ein
Einbettungsresultat voraus. Fur 0 < p, q < 00 und °< s < 2 +
max(O, lip - I) definieren wir die Klassen (vergleiche auch 17])

B~.".2(O, I) = )! E U: Ilflln;"., = II/lip

+ U,::2 W2~~~t:()q dt)l
iq

< 00(.

LEMMA 4. Fur 0 <p < 00 gilt B ;/~.2(O, 1) c qo, I). d.h.,
/(x) E B~.1;.2(0. I) eXlstlert eine (eindeutig bestimmte)
g(x) E qO. I) mit f(x) = g(x) fast iiberall in (0. I). Wenn
g(O) = g( I) = 0 ist, so hat man die Ahschiitzung

(3.10)

zu jedem
Funktion

aujJerdem

.1/2

II gllc = max Ig(x)1 ,;;, Cp I
XE(O.I) '0

IILJif(x)IILP(o.I-2{)
tl + lip dt. (3.11 )

Beweis. Die zu beweisende Einbettung und deren Stetigkeit, d.h.

0< p < 00, (3.12)
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ist im Fall I ~ P < 00 bekannt (s. 121), fur 0 <p < I IiiBt sie sieh mit Hilfe
der Ergebnisse aus [71 (z.B. gilt B:!,~ .2(0, I) c B: .1.2(0, I), 0 <P< I) auf den
Fall 1 ~ p < 00 zuruekfuhren.

Wir kommen daher zum Beweis von (3. I 1). Zuniiehst ist klar, daB eine
Fortsetzung g(x), x E (~1/2, 3/2). von g(x) (d.h. g(x) = g(x), x E (0. I))
derart existiert, daB

~ Cp(l)2.p(6, g),

II g(x)llu(-I/U/2) ~ Cp II gill'

. IIoE (0'"2 . (3. I3)

gilt (fur 1~ p < 00 siehe 16 j, der Beweis fur 0 <p < I ist analog). Sei
II gllc = g(xo)' a.B.d.A. wollen wir XoE (0, i) annehmen. Laut Voraussetzung
g(O) = °sawie (3.12), (3.13) ergibt sieh die Absehiitzung

Hieraus folgt die interessierende Ungleiehung (3.11), wenn man

1 .1

(I)2.p(t,j) ~ Cpt I II Llhl(x)llu<o.I 2h,dh,
• 0

IE (0, llJ E U, 0 < p < 00, (3. I 5)

benutzt. Oer Beweis dieser einfaehen (vieIleieht berets bekannten) Beziehung
beruht auf der Identitiit

die in iihnliehem Zusammenhang in 181, Lemma 2, benotigt wurde. Wir
wollen auf die Einzelheiten hier nieht eingehen. Lemma 4 ist bewiesen.

THEOREM 6. Sei IE B~~.2(O, 1), I ~p < 00 bzw. IE B~.~.2(O, I)
(CB~~.2(0, 1)),0 <p < 1. Oann existiert eine fast uberall auf (0, I) mitf
zusammenfallende stetige Funktion g, deren Basiszeriegung naeh dem



L!'-APPROXIMATION DURCH REIHEN 23

Faber-Schauder-System F in qQ, I) wir mit I:~o Ci(J)({Ji bezeichnen. Fur
die Partialsummenfalge Snf dieser eindeutig durch f bestimmten Re:ihe gilt

I

·U2n w 2 ,p(t,f)
I I/p+ I dl,

lif-SJllp~Cpn-l/P '0. I

(

·V2n W (I f)P )l/PI 2,p 2' dl ,
• 0 I .

(3,16 )

°< p < 1, n == I. 2,...

Beweis. GemiiG Lemma 4 wallen wir fEB~~,2(0,1), O<p<oo,
a.B.d.A. selbst als stetig voraussetzen. Da fUr Reihen nach F die (1.11)

entsprechende Beziehung gilt, genugt es, lediglich n = 2k
, k = 0, I,... , zu

betrachten. Lemma 4, (3.11), wenden wir auf jedem der Intervalle .1jkl,
j = 1,2, ...,2\ und auf die Funktianf(x) - S2d(x) an (fUr die Basiszerlegung
nach Fin qo, I) ist bekanntlichf(j/2k

) - S2dU/2k
) = O,j = 0, 1,... , 2k

):

j =,1, ... ,2*.

(3.17)

Wir setzen

Dann falgt aus (3.17)

II11
g*(x, I) II II=Cp I + lip •
I . 1.1(0,2' I) P

Fur 1 ~ p < 00 schlieGen wir hier die verallgemeinerte Minkowski
Ungleichung an und erhalten

11/- S2dllp~ Cp III lip-III g*(x,I)llpIILI((),2-'-I)

~ Cp (-kl I lip - I C~k~ 2 *11.1;f(x )llil'(U_II/2k, i/l' 2tI) ljp dl

.2 -·k I

~ Cp . 2-k/p I I-IIP- 1W2,p(I,f) dl,
• 0

k = 0, I, ... , 1 ~p < 00 .
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Fiir 0 <p < 1 schatzt man unter der Voraussetzung JE B ~.~. 2(0, 1) zunachst
grob

( 1

.
2

k I IILl;fllulU- Il/2'.ink-2/) dt)f'
(] tl/p + I

j = 1,. ..,2',

ab, der weitere Beweisgang ist wie in Theorem 2 (s. §1). Damit ist (3.16)
gezeigt.

Autbauend auf Theorem 5 und 6 konnen wie in §2 fUr das Haar-System
auch fur das Faber-Schauder-System F weitergehende Aussagen uber das
Approximationsverhalten bei der Darstellung von Funktionen durch Reihen
gewonnen werden. Wir beschranken uns auf zwei charakteristische
Folgerungen fUr den Fall I ~ P < 00.

Wir definieren entsprechende Lipschitz-Klassen

(3.18)

mit I ~ P < 00 und 0 < a ~ 2.

THEOREM 7. Sei JE Lip2(a, p), I ~p < 00. Dann eXlst/ert eine Reihe
L:;f~ (] a ;lPi(X) nach dem Faber~Schauder-System,fiir die

n
III---Snllr=O n ""Inn.

n

0< ex < lip.
a = lip.
IIp<a~2. 11 + CfJ

(3.19)

gilt. In (3.19) kann 0 in keinem der Fiille durch 0 ersetzt werden.

Auf den einfachen Beweis dieses Satzes soil hier verzichtet werden.

THEOREM 8. Sei 1~ P < 00. 0 < q < 00 und 0 < s < 2. Das Faber
Schauder-System F bilder eine Basis in B~.q.2(0, 2) genau dann, wenn

lip < s < lip + 1,0 < q < CfJ oder s = lip, 0 < q ~ I (3.20)

gilt.

Beweis. Sei I E B~,q.2(0, I), wobei die Parameterwerte (3.20) gcniigcn
mogen. Auf Grund der entsprechenden Einbettungssatze (s. 121 bzw.
Lemma 4) konnen wir I als stetig voraussetzen. Da F in qo, I) eine Basis
bildet und die betrachteten Klassen B~.",2(0. I) stetig in qO. 1) eingebettet
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sind, ist eine Darstellung in diesen Klassen fUr 1 nur durch deren
Basiszerlegung :Lr:o c;(f)'P; iiberhaupt moglich. Deshalb muB noch

IIf-SJII:,* ,=0(1),
p,q,~

gezeigt werden. Hierbei stellt

n ---+ 00,1 E B~.q.2(0, 1), (3.21)

(3.22)

eine zu 111118\ iiquiva1ente (Quasi~)Norm dar(l <'P < 00, 0 < q < 00,

0< s < lip + n," s. S. Ropela \9]. Der Beweis von (3.21) unter der
Voraussetzung (3.20) ist nun vollig analog zu dem von Theorem 4 aus §2.
Wir verzichten deshalb auf Einzelheiten und geben nur die wichtigen Schritte
in der folgenden Abschiitzung an. Fur 2k <. n < 2k + I, k = 0, I,... , gilt (s.

Theorem 6)

II1- S JII;~~",

= III- SJll
p
+ \ ~, iqSEiU - SJY + ,~' iqSEi;(f)q/l/q

Ii 0 I k+ I \

< C . (n'-I/" 1,11211 t 1/1' IW , (t,ndt +0(1))
-.....:::: p.q •.\ .. ... /J

.(1 .

(

\ In /lIq)
<'Cp.q., .It"" t -

Sq
I W2 .p(t,f)qdt\ +0(1) =0(1), n -, 00.

Damit ist die Behauptung von Theorem 8 in einer Richtung gez<eigt. Wir
mussen noch zeigen, daB F keine Basis in B~.q.2(0, 1) bi1det, wenn (3.20)
nicht erfUllt ist. Fur lip + 1 <s < 2, 0 <q < 00 ist das trivial, da
w 2(t. 1fJ2)U) C"t l/p + I. t---+O, gilt und daher nicht aile Funktionen aus F zu
B~.q.2(0. I) gehoren. Fur 0 < s < IIP, 0 < q < 00 gibt es Nullreihen in
B;,.Q.2(0. 1), so hat z.B. die Reihe :Lr (I ai'P;(x) = IfJI(X) - ~ :L~-I CI'2'(X) die
Eigenschaft II SIIIIB> ,= o( 1), n ---+ 00. Desha1b ist die Darstellung mit
Faber-Schauder~Re'i'hen in diesem Fall nicht eindeutig und F keine Basis in

B~.q.2(0. I).
Es blei bt noch der etwas schwierigere Fall s = 1Ip, 1 <q < C1J, zu

betrachten, wir fixieren diese Werte (1 <p < (0) und nehmen indirekt an.
daJ3 F eine Basis in B~~.2(0. 1) bildet. Fur die Funktion

12(x) = In(k + I).

= linear fUr

x = 2 k.

(3.23 )
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gilt offenbar

P. OSWALD

Ei,(f2) ~ ({ '1/2(x) --In(k + 1)11' dX) 1/1'

. 0

k = 0.1....

woraus sich (S. (3.22))J~ E B~;.~.2(0, I), I < q < 00, ergibt.
Sei Lf=-o Gi!fJi die zu h gehorende eindeutige Reihe. fur die

gilt. Wichtig ist, dal3 fUr diese Reihe unbedingt

11 --> 00 (3.24 )

x E 12 k. II. k= L 2..... (3.25 )

sein mul3. 1m gegenteiligen Fall konnte man namlich eine Nullreihe bezuglich
F in B~~.2(0. I) konstruieren, was im Widerspruch zur Eindeutigkeit der
Zerlegung des Nullelements in diesem Raum stiinde. (Tatsachlich, wenn L1~kl

ein Intervall ist (j= 2, ... , 2k
). auf dem die lineare Funktion 1,(x) - S,,(x), .

nicht verschwindet, so ergibt

12(t)-S2,(t)- \' G/Pi(t),
sUPD Q;c j,~A)

(= 2 k(X + j - I). x E (0. I).

nach entsprechender Umnumerierung eine Reihe nach F. die gemiil3 (3.24) in
B~~.2(0, I) gegen Null konvergiert.)

Da wieder fur genugend groJ3e k> ko• 51 2,(0) = Go < ~ In(k + I) gilt, so
folgt aus (3.25) und der Linearitiit von 51 2, auf (0. 2 k)

x E (0. 2 k 1).

Daher haben wir weiter (s. (3.25) und (3.3)

wp(rk,/2 - 51 2,)

~ (.1
0

1
"2'" IL1L(f2(X) - S2,(x»)11' dX) 1/1'

~ (( , '1/2(x) - S2,(x)11' dxfl' ~ -} Ul2 , 'lf2(x)11' dX) 1/"

x 1/1'

~CI'C~22 i(ln(i+l)Y') ~C,,2 k'!/Pln(k+I), k>ko'
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In(3.10) eingesetzt, ergibt sich nun

11/2 - SzkIIB/!.2 ~ Cp.q2'JPwz.p(2 -k,fz - SZk)

~ Cp,q In(k + 1), k> ko'
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was im Widerspruch zu (3.24) steht. Damit ist Theorem 8 vollstiindig
bewiesen.
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